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ПЕРЕДМОВА 

 

 

Коло питань, що розглядає математична фізика, стосується вивчення і 

аналізу різноманітних фізичних процесів, це є складовою частиною прикладної 

математики. Дисципліна приділяє увагу явищам, що вивчаються в 

електродинаміці, теорії електричних кіл, теорії зв'язку, цифровій обробці 

сигналів тощо. Виникають математичні задачі, що ведуть до створення рівнянь з 

частинними похідними першого або другого порядку, зокрема, з певними 

умовами у відомих областях площини та простору, розв’язуванню яких 

присвячено багато часу в дисципліні «Рівняння математичної фізики». 

Мета дисципліни «Рівняння математичної фізики» – це формування 

системи знань, умінь і навиків, корисних і необхідних в майбутній практично-

науковій професійній діяльності, серед яких вміння будувати математичні моделі 

процесів різної природи у вигляді диференціальних рівнянь з частинними 

похідними (ДРЧП) 2-го порядку; здатність розв’язувати та досліджувати задачі 

Коші, крайові задачі, давати аналіз одержаних результатів та їх фізичну 

інтерпретацію; формування навиків самостійної роботи з науковою літературою, 

володіння методами дослідження. Досягти поставленої мети можна, 

використовуючи теоретичний і практичний матеріали цього навчального 

посібника. Також його зміст сприяє в здобувачів таких умінь: 1) побудувати 

розв’язки деяких типів лінійних ДРЧП другого порядку; знайти розв’язки задач 

Коші, крайових задач для ДРЧП та їх обґрунтування; 2) самостійно розв’язати 

задачі теорії диференціальних рівнянь з частинними похідними у рамках 

обмеженого часу, розвиваючи професійну сумлінність. 

Поданий матеріал розподілено на 14 тем відповідно до типу ДРЧП. 

Особлива увага приділяється математичній постановці задач, ретельному 

розгляду розв’язувань задач. 

В основу матеріалу посібника покладені лекції, що читалися авторами на 

факультеті інформаційних технологій в НТУ «Дніпровська політехніка». 
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Наприкінці посібника є список рекомендованих джерел, що може бути корисним 

при вивченні та засвоєнні запропонованих тем. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 
 

Рівняння з частинними похідними 

Диференціальним рівнянням m-го порядку з частинними похідними (ДРЧП) 

називається рівняння, що містить хоча б одну частинну похідну т-го порядку і 

не містить похідних вищих порядків. 

У загальному випадку ДРЧП т-го порядку має вигляд  
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Класичним розв’язком цього рівняння будемо називати функцію 

),...,,(
21 n

xxxuu = , що при підстановці в ДРЧП буде перетворювати його в 

тотожність. Ця функція має бути диференційованою m разів.  

ДРЧП називається лінійним, якщо функція F є лінійною щодо всіх 

частинних похідних шуканої функції та самої шуканої функції. В іншому 

випадку рівняння називається нелінійним. ДРЧП називається квазілінійним, 

якщо функція F є лінійною щодо старшої частинної похідної шуканої функції. 

Частинним розв’язком ДРЧП називається розв’язок, що задовольняє 

додатковим умовам, що називаються крайовими умовами. 

Задачі з пошуку розв’язку ДРЧП, що задовольняє крайовим умовам, 

називаються крайовими задачами математичної фізики. 

Основні рівняння математичної фізики. 
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Хвильове рівняння описує рух хвиль в середовищі без опору. 
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Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння з частинними 

похідними 1-ого порядку 
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Щоб знайти загальний інтеграл даного диференціального рівняння, треба 

розглянути наступні рівності або систему рівнянь  
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Загальний інтеграл даного диференціального рівняння має вигляд 
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СССФu , де constССС
n

=
−121

,...,,  [1], [2], [3], [4]. 

Покажемо, що між функцією ),...,,(
21 n

xxxuu =  – розв’язком рівняння (1.1) з 

частинними похідними і загальним інтегралом рівнянь (1.2) існує певний зв’язок. 

Загальний інтеграл звичайного диференціального рівняння 1-ого порядку зі 

змінними x і y – це його загальний розв’язок неявного виду ( , , ) 0Ф x y C = . 
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Останню рівність можна записати ( , )x y C = , якщо припустити розв’язність 

щодо сталої інтегрування С. Припускається, що функції Ф і ψ диференційовані. 

Система рівнянь (1.2) складається з (n-1) диференціальних рівнянь, які 

можна записати таким чином ( )1
0X   

2 2 3 3

1 1 1 1

,
dx X dx X

dx X dx X
= = , …, 

1 1

n n
dx X

dx X
=                            (1.3) 

Система рівнянь (1.3) і еквівалентна їй система рівнянь (1.2) має (n-1) 

загальних інтегралів 
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−  довільні сталі, а функції 

1 2 1
, ,...,

n
  

−
 незалежні між собою. 

Сукупність рівностей (1.4) є загальним інтегралом системи рівнянь (1.2) 
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Повний диференціал функції u має вигляд  
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при фіксованих значеннях 
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Умножаємо на 1
X  ліву та праву частину останньої тотожності, маємо 
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Так як u=Ф, тоді ліві частини (1.1) та (1.6) співпадають. Отже, будь-який 

загальний інтеграл системи рівнянь (1.2) або (1.3) задовольняє рівнянню (1.1), 

тобто є його розв’язком.  

Правильно й зворотне: будь-який розв’язок рівняння (1.1) є загальним 

інтегралом системи рівнянь (1.2). Покажемо це. Нехай 
1 2 1

( , ,..., )
n

u Ф x x x
−

=  – 

розв’язок рівняння (1.1), тоді має місце тотожність (1.6). Використовуючи (1.3) 

для (1.6), маємо 
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Ділимо на 1
X , помножаємо на 1

dx  ліву та праву частини останньої тотожності, 

маємо 
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Система рівнянь (1.2) відокремлює в області D множину точок, координати 

яких пов’язані між собою рівностями (1.2). Навпаки: якщо за рахунок цих 

зв’язків 
1 2 1

( , ,..., )
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Ф x x x const
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= , тоді 
1 2 1

( , ,..., )
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u Ф x x x
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=  є інтегралом системи 

рівнянь (1.2). 

 

Розглянемо квазілінійне диференціальне рівняння з частинними похідними 

першого порядку 
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u
xxxX

nn

n

nnnn +
=




++




+





 
де −= ),...,,(

21 n
xxxuu невідома функція, що визначена в деякій області nRD   

(тобто Dxxx
n
),...,,(

21 ). 

Щоб знайти загальний інтеграл цього диференціального рівняння треба 

розглянути наступні рівності  

....
12

2

1

1

+

====
nn

n

X

du

X

dx

X

dx

X

dx
                                      (1.7) 

Якщо функція, що розташована в правій частині, не залежить від невідомої 

функції u, тобто ),...,,(
2111 nnn

xxxXХ
++

= , то вказане рівняння можна розглядати 
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як лінійне неоднорідне диференціальне рівняння з частинними похідними 1-ого 

порядку. Розв’язуються ці рівняння однаково за допомогою рівностей (1.7). 

Далі отримуємо 

.

),,...,,(

..,..............................

,),,...,,(

,),,...,,(

21

2212

1211













=

=

=

nnn

n

n

Cuxxx

Cuxxx

Cuxxx







 

Загальний інтеграл даного диференціального рівняння має вигляд 

),...,,(
21 n

СССFu = , де constССС
n
=,...,,

21  [1], [2], [3], [4]. 

 

Тема 1. Розв’язування найпростіших рівнянь з частинними похідними 

1. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxuuy
x

u
==





 
Розв’язування: Помножаємо ліву і праву частину на диференціал dx, далі 

інтегруємо за змінною х 

,

,

( , ) ( ),

u
dx ydx

x

u
dx ydx

x

u x y xy C y


=




=



= +

 
 

де ( )C y −  деяка функція.
  

Відповідь: ( , ) ( )u x y xy C y= + , де ( )C y −  деяка функція.
   

2. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxuuyux
y

u
==+





 
Розв’язування: розглянемо відповідне однорідне рівняння з частинними 

похідними 

,0=+



ux

y

u
 

розв’яжемо це рівняння  
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,
1

,
1

,

 −=




−=




−=




xdydy
y

u

u

xdydy
y

u

u

ux
y

u

 

,)(lnln
1

xCxyu +−=  де 
1
( )С x  – деяка функція, 

1
( , ) ( ) xyu x y C x e−=  . 

Тоді загальний розв’язок початкового рівняння будемо шукати у вигляді 

,),(),(
1

xyeyxCyxu −=  де 
1
( )С x  – деяка функція вже від двох змінних. 

Підставляємо функцію u(x,y) в початкове рівняння, маємо 

,),()(),(
),(

11

1 yeyxCxxeyxCe
y

yxC xyxyxy =+−+


 −−−  

,
),(

,
),(

1

1

dyeydy
y

yxC

ey
y

yxC

xy

xy

=




=




 

  =



,

),(
1 dyeydy

y

yxC xy  

).(
1

),(

),(
1

),(

),(
1

),(

21

221

21

xC
x

y
x

e
yxC

xCe
x

e
x

y
yxC

xCdye
x

e
x

y
yxC

xy

xyxy

xyxy

+







−=

+−=

+−= 

де 
2
( )С x  – деяка функція, 

Отримаємо .)(
1

),(
2

xy

xy

exC
x

y
x

e
yxu −








+








−=  

Відповідь: загальний розв’язок даного рівняння з частинними похідними має 

вигляд  

,)(
11

),(
2

xyexC
x

y
x

yxu −+







−=  де 

2
( )С x  – деяка функція. 

 

3. Розв’язати рівняння:

 

 

).,(,
2

yxuuyx
yx

u
=+=




 

Розв’язування: 
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( )
2

,
u

dy x y dy
x y


= +

 
 

( ) ,
u

dy x y dy
y x

  
= + 

  
   

2

1

( , )
( ),

2

u x y y
xy C x

x


= + +


 де 

1
( )С x  – деяка функція, 

2

1

( , )
( ) ,

2

u x y y
dx xy C x dx

x

  
= + + 

  
 

2

1

( , )
( ) ,

2

u x y y
dx xy C x dx

x

  
= + + 

  
    

2 2

1 2
( , ) ( ) ( ),

2 2

x y x y
u x y C x dx C y

 
= + + +  де 

2
( )С y  – деяка функція, 

( ) 1 2
( , ) ( ) ( )

2

xy
u x y x y x C y=  + + + , де 

1 1
( ) ( )x C x dx =  .  

Відповідь: ( ) 1 2
( , ) ( ) ( )

2

xy
u x y x y x C y=  + + + , де 

1 1
( ) ( )x C x dx =  , 

1 2
( ), ( )С x C y  – 

деякі функції. 

 

4. Розв’язати рівняння: 

).,(,04
2

2

yxuuu
x

u
==+




 

Розв’язування: розглянемо відповідне характеристичне рівняння 

,2

,04

2,1

2

ik

k

=

=+
 

,2sin)(2cos)(),(
21

xyCxyCyxu +=  де 
1 2
( ), ( )С y C y  – деякі функції. 

Відповідь: загальний розв’язок цього рівняння з частинними похідними має 

вигляд ,2sin)(2cos)(),(
21

xyCxyCyxu +=  де 
1 2
( ), ( )С y C y  – деякі функції. 

 

5. Розв’язати рівняння: 

).,(,lncos yxuu
y

u
y

x

u
y =




=




  

Розв’язування: маємо лінійне однорідне рівняння з частинними похідними  

cos ln 0
u u

y y
x y

 
 −  =
 

. 

Використовуємо рівності (1.7) для розв’язування рівняння 
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,
cos ln

dx dy

y y
=
−

 

cos
,

ln

y dy
dx

y


=

−
 

cos
,

ln

y dy
dx

y


=

−   

1

cos
,

ln

y dy
x C

y


= +

−  

1

cos
.

ln

y dy
C x

y


= +   

Отже, загальний інтеграл цього рівняння має вигляд

1

cos
( , ) ( ) .

ln

y dy
u x y Ф С Ф x

y

 
= = + 

 
  

Відповідь: .
ln

cos
),( 







 
+= 

y

dyy
xФyxu

 
 

6. Розв’язати рівняння: 

).,(,12 yxzzz
y

z
x

x

z
y =+=




+






 
Розв’язування: Використовуємо рівності (1.7) для розв’язування рівняння 

( )

.

,

,

,

,
12

x

dy

yx

dydx

x

dyyx
dydx

dy
x

ydy
dydx

x

dyy
dx

z

dz

x

dy

y

dx

=
+

+

+
=+

+=+


=

+
==

 
Отже, 

.ln:),,(

,ln

,
1

11

1

2

Carctgzyxzyxf

Carctgzyx

z

dz

yx

dydx

=−+

+=+

+
=

+

+
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Розглянемо                                             ,
ydy

dx dy dy
x

− = −  

( )
,

x y dy
dx dy

x

− −
− =  

.
dx dy dy

x y x

−
− =

−
 

Отже, 

.
1

ln:),,(

,ln

,
1

22

2

2

Carctgz
yx

zyxf

Carctgzyx

z

dz

yx

dydx

=−
−

+=−−

+
=

−

−
−

 

З’ясуємо, чи лінійно незалежні функції ),,(
1

zyxf , ),,(
2

zyxf . Використовуємо 

визначники Вронського, які не повинні дорівнювати 0 

( )
( ) ( )( )

2

1 2

2 2 2

2

1 1

1, 2
0

1 1, 1

1

x y zD f f y

D y z z x y

x y z

−
+ +

= = 
+ −

−
− +

, якщо 0y  ,  

 

( )
( ) ( )

0
2

11

11

,

,
22

21 
−

=

−−
−

++
=

yx

yxyx

yxyx

yxD

ffD
,  

за аналогією обчислення визначників 
( )
( )

0
,

,
21 

zxD

ffD
.  

Вирази для визначників 
( )
( )

1 2
,

,

D f f

D y z
, 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D x y
, 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D x z
 мають сенс при 

2 2 0.x y−   

Маємо загальний інтеграл щодо цього рівняння з частинними похідними 

.0
1

ln,ln =












−

−
−+ arctgz

yx
arctgzyxF  

Відповідь: .0
1

ln,ln =












−

−
−+ arctgz

yx
arctgzyxF

 
 

7. Розв’язати рівняння: 

).,(,022)( 222 yxzzyz
x

z
xy

y

z
yxz ==+




−




−+  
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Розв’язування: Використовуємо рівності (1.7) для розв’язування рівняння 

,2)(2 222 yz
y

z
yxz

x

z
xy −=




−++




−

 
Маємо 

,
22 222 yz

dz

yxz

dy

xy

dx

−
=

−+
=

−
 

,
22 22 yz

zdz

yx

xdx

−
=

−
 

,
2

2
2

2

yz

yzdzx
xdx =  

,
2

2

zdz
yz

yzdzx
zdzxdx +=+  

,1
2

2

zdz
yz

yx
zdzxdx 








+=+  

,
2

22

zdz
yz

yzyx
zdzxdx

+
=+  

,
22 x

dx

z

dz

zx

zdzxdx
==

+

+
 

,
22  =

+

+

x

dx

zx

zdzxdx
 

( ) ,ln
2

1
lnln

2

1
1

22 Cxzx +=+  де 1
C − стала, 

,2

1

22 xCzx =+  

,1
12

2

C
x

z
=+  

.1:),(
12

2

1
C

x

z
zxF =+  

Або 31
:),( C

x

z
zxf = , де ( ) .1 2

1

13
−= СС  

.
2

,
3222

dz
yz

yyxyz
ydy

z

dzx
xdx

−

−+
=


=  

Шукаємо =+
−

−+
+


=++ zdzdz

yz

yyxyz

z

dzx
zdzydyxdx

2

3222

 

.
22

22 22222222

dz
z

zyx
dz

z

zyxzx ++
=

−

−−++−
=  

,
22222 x

dx

z

dz

zyx

zdzydyxdx
==

++

++
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,
2222 x

dx

zyx

zdzydyxdx
=

++

++
 

,
2222  =

++

++

x

dx

zyx

zdzydyxdx
 

( ) ,lnlnln
2

222 Cxzyx +=++  де 2
C − стала, 

( ) ,
2

222 xCzyx =++   

.
2

222

C
x

zyx
=

++
 

.:),,(
2

222

2
C

x

zyx
zyxf =

++
 

З’ясуємо, чи лінійне незалежні функції ),,(
1

zyxf , ),,(
2

zyxf . Використовуємо 

визначники Вронського, які не повинні дорівнювати 0 

( )
( )

0
2

21

2
0

,

,
2

21 −==
x

y

x

z

x

x

y

zyD

ffD
,       

( )
( )

0
2

2
0

1

,

,
3

2

22

2
21 −=

+
−

−

=
x

yz

x

y
x

zy

x

z

yxD

ffD
,  

за аналогією обчислення визначників  
( )
( )

0
,

,
21 

zxD

ffD
. Вирази для визначників 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D y z
, 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D x y
, 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D x z
 мають сенс при 0.x   

Маємо загальний інтеграл щодо цього рівняння з частинними похідними 

.0,
222

=






 ++

x

zyx

x

z
F  

Відповідь: .0,
222

=






 ++

x

zyx

x

z
F  

 

8. Знайти функцію ),( yxzz = , що задовольняє умовам 

,2xy
y

z
y

x

z
x =




+




  

при .)(1 2xxzy ==  

Розв’язування: Використовуємо рівності (1.7) для розв’язування рівняння 

,
2xy

dz

y

dy

x

dx
==  



17 
 

y

dy

x

dx
= , 

,lnlnln
1

Cyx +=  де 1
C −  стала, 

,
1

yCx =  

.
1

C
y

x
=  

Отже, 

,
2

1
yC

dz
dy


=  

,2
1

dzydyC =  

,
2

2

1
CzyC +=  де 2

C −  стала, 

,
2

2

1
CzyC =−

 
,

2

2 Czy
y

x
=−

 
.

2
Czxy =−

 

З’ясуємо, чи лінійне незалежні вирази 
y

x
, zxy − . Використовуємо визначники 

Вронського, які не повинні дорівнювати 0 
( )

0

10
,

,

2

2 =

−

−

=









−

y

xx
y

x

zyD

zxy
y

x
D

, 

( )
0

1

10

1

,

,


−

=

−

=









−

y

y
y

zxD

zxy
y

x
D

, 

( )
0

2

1

,

,

2

=
−

=









−

y

x

x
y

x

y
y

yxD

zxy
y

x
D

. Визначники не дорівнюють 0, коли 0.x   

Вирази для визначників 
( )
( )

1 2
,

,

D f f

D y z
, 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D x y
, 

( )
( )

1 2
,

,

D f f

D x z
 мають сенс при 0y  . 

Отже, загальний інтеграл цього рівняння з частинними похідними має вигляд 

.0, =







− zxy

y

x
F

 

Введемо позначення zxy
y

x
−==

21
,  .
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Знайдемо розв’язок задачі Коші. При 1=y  zxx −==
21

,  . Тоді з 

урахуванням, що ,2xz =  отримаємо .
2

121
 =− Звідси .0

2

121
=−−   

Розв’язок задачі Коші має вигляд .0
2

2

=−+−
y

x
zxy

y

x
 

Відповідь: загальний інтеграл цього рівняння з частинними похідними має 

вигляд .0, =







− zxy

y

x
F  Розв’язок задачі Коші має вигляд .0

2

2

=−+−
y

x
zxy

y

x
 

Індивідуальне завдання 1 

 

Варіант 1 

 

1. Розв’язати рівняння: 

).,(,3sin
2

yxuu
x

y
x

y

u
=−=




 

2. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxzzyxz
y

z
y =+=



  

3. Розв’язати рівняння: 

).,(,
lnln2

yxuu
y

x

x

y

yx

u
=−=




 

 

4. Розв’язати рівняння: 

.),,(,0
2

2

числоayxuu
x

u
a

x

u
−==




+




 

5. Розв’язати рівняння: 

).,(,22 yxuuyx
x

tgy

x

u
=+=




 

6. Розв’язати рівняння: 

).,(,02
2

yxuu
y

u

yx

u
x ==




−




  

7. Розв’язати рівняння: 

).,(,sincos yxuu
y

u
y

x

u
y =




=




  

8. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxzzz
y

z
x

x

z
y ==




+




  

9. Розв’язати рівняння: 
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).,(,0)(
2

1 222 yxzzyz
x

z
xy

y

z
yxz ==+




−




−+  

10. Знайти функцію ),( yxzz = , що задовольняє умовам 

,z
y

z
y

x

z
x =




−




  

при .
1

5,0
x

zy ==  

 

Варіант 2 

 

1. Розв’язати рівняння: 

).,(,3sin
2

yxuu
y

x
y

y

u
=−=




 

2. Розв’язати рівняння: 

).,(,2 yxzzyxz
y

z
y =−=



  

3. Розв’язати рівняння: 

).,(,
lnln

32

2

yxuu
y

x

x

y

yx

u
=−=




 

4. Розв’язати рівняння: 

).,(,044
2

2

yxuuu
x

u

x

u
==+




+




 

5. Розв’язати рівняння: 

).,(,
4

yxuuxy
x

ctgy

x

u
=+=




 

6. Розв’язати рівняння: 

).,(,0
2

23

yxuu
y

u

yx

ux
==




−




  

7. Розв’язати рівняння: 

).,(,cossin yxuu
y

u
y

x

u
y =




=




  

8. Розв’язати рівняння: 

).,(,2 yxzzz
y

z
x

x

z
y ==




+




  

9. Розв’язати рівняння: 

).,(,22)3( 222 yxzzyz
x

z
xy

y

z
yxz ==




+




++  

10. Знайти функцію ),( yxzz = , що задовольняє умовам 
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,2 2 yx
y

z
y

x

z
x =




−






 
при .22 2xzy ==  

 

Варіант 3 

 

1. Розв’язати рівняння: 

).,(,ln
2

yxuu
x

y
y

y

u
=−=




 

2. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxzzyxz
y

z
x =−=



  

3. Розв’язати рівняння: 

).,(,
cossin2

yxuu
y

x

x

y

yx

u
=−=




 

 

4. Розв’язати рівняння: 

).,(,02
2

2

yxuuu
x

u

x

u
==+




−




 

5. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxuuyx
x

arctgy

x

u
=++=




 

6. Розв’язати рівняння: 

.2,0),1(,
ln

1
)0,(,05

2

=−==



−




 yu

x
xu

y

u
y

yx

u
х

y
 

7. Розв’язати рівняння: 

).,(,22 yxuu
y

u
y

x

u
x =




=




  

8. Розв’язати рівняння: 

).,(,cos2 yxzzz
y

z
x

x

z
y ==




+




  

9. Розв’язати рівняння: 

).,(,33)4( 222 yxzzyz
x

z
xy

y

z
yxz ==




+




++  

10. Розв’язати рівняння: 

).,(,15 yxzzxy
y

z
y

x

z
x ==




−




  
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Варіант 4 

 

1. Розв’язати рівняння: 

).,(,lncos yxuuxy
y

u
=−=




 

2. Розв’язати рівняння: 

).,(,sin2 yxzzyxz
y

z
x =−=



  

3. Розв’язати рівняння: 

).,(,
1

2

yxuu
y

x

yx

y

yx

u
=

−
−

+
=




 

 

4. Розв’язати рівняння: 

).,(,065
2

2

yxuuu
x

u

x

u
==+




−




 

5. Розв’язати рівняння: 

).,(,10
sin

2
yxuuyx

x

y

x

u
=−+=




 

6. Розв’язати рівняння: 

).,(,0)16(
2

yxuu
y

u

yx

u
х ==




−




+  

7. Розв’язати рівняння: 

).,(,0
11

yxuu
y

u

xx

u

y
==




−




  

8. Розв’язати рівняння: 

).,(,cos yxzzz
y

z
x

x

z
y ==




+




  

9. Розв’язати рівняння: 

).,(,88)444( 222 yxzzyz
x

z
xy

y

z
yxz ==




+




−+  

10. Розв’язати рівняння: 

).,(, yxzzxy
y

z
y

x

z
x ==




+




  
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Варіант 5 

 

1. Розв’язати рівняння: 

).,(,sincos2 yxuuxy
x

u
=−=




 

2. Розв’язати рівняння: 

).,(,
33 yxzzyez

y

z
x x

y

=−=



  

3. Розв’язати рівняння: 

( ) ( )
).,(,

1
32

2

yxuu
y

x

yx

y

yx

u
=

−
−

+
=




 

 

4. Розв’язати рівняння: 

).,(,4
2

2

yxuu
y

u
x

y

u
==




−




 

5. Розв’язати рівняння: 

).,(,25
1

5

2
yxuuyx

x

y

x

u
=−+

+
=




 

6. Розв’язати рівняння: 

).,(,07
2

yxuu
y

u

yx

u
x ==




−




  

7. Розв’язати рівняння: 

).,(,0
11

55
yxuu

y

u

xx

u

y
==




−




  

8. Розв’язати рівняння: 

).,(,12 2 yxzzz
y

z
x

x

z
y =+=




+




  

9. Розв’язати рівняння: 

( ) ).,,(,0222 zyxuu
z

u
zyxz

y

u
y

x

u
x ==




++−+




+




  

10. Розв’язати рівняння: 

).,(,2 yxzzz
y

z
y

x

z
x ==




−




  
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Тема 2. Визначення типу диференціальних рівнянь 2-го порядку. Алгоритм 

визначення типу рівняння 2-го порядку 

1) Розглянемо диференціальне рівняння з частинними похідними  

2 2 2

2 2
2 ( , , , , ) 0

z z z z z
a b c F x y z

x y x yx y

    
 +  +  + =

    
,   (2.1) 

де ( , , );a a x y z=  ( , , );b b x y z= ( , , ).c c x y z=  

2) Шукаємо визначник 
2b ac = − . 

3) Якщо в деякій області D  

0  , то диференціальне рівняння з частинними похідними в цій області 

належить до гіперболічного типу; 

0 = , то диференціальне рівняння з частинними похідними в цій області 

належить до параболічного типу; 

0  , то диференціальне рівняння з частинними похідними в цій області 

належить до еліптичного типу. 

 

Приклад 1. Для заданого диференціального рівняння з частинними похідними 

визначити тип: 
2 2 2

2

2 2
4 2 0

u u u u u
x x y

x y x yx y

    
+ + + + + − =

    
. 

Розв’язання: В заданому диференціальному рівнянні з частинними похідними 

1a = , 2 4 2b b=  = , 1.c =  

1 2
(1 4) 3.

2 1

a b

b c
 = − = − = − − =  

0    задане диференціальне рівняння з частинними похідними належить до 

гіперболічного типу ,x y  . 

 
Приклад 2. Для заданого диференціального рівняння з частинними похідними 

визначити тип: 
2 2

2 2

u u
x y u

x y

 
 +  =
 

. 
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Розв’язання: В заданому диференціальному рівнянні з частинними похідними 

( , ) ;a x y x=  0;b =  ( , ) .c x y y=  

0
.

0

x
x y

y
 = − = −   

1) 0   якщо 0, 0x y   або 0, 0x y  . 

   : 0, 0 0, 0D x y x y=     . Диференціальне рівняння з частинними 

похідними в області D належить до гіперболічного типу. 

2) 0   якщо 0, 0x y   або 0, 0x y  . 

   1 : 0, 0 0, 0D x y x y=     . Диференціальне рівняння з частинними 

похідними в області D1 належить до еліптичного типу. 

Якщо треба визначити тип диференціального рівняння з частинними 

похідними 2-го порядку, але подане диференціальне рівняння не має вигляду 

(2.1), то треба задане диференціальне рівняння з частинними похідними звести 

до канонічного вигляду. 

Перший варіант зведення цього диференціального рівняння з частинними 

похідними 2-го порядку до класичного вигляду – вздовж розв’язку цього 

диференціального рівняння. 

 

Приклад 3. Вздовж відповідних розв’язків ( , )u x y визначити тип рівняння 
2 2

2 2 2 2

2 2 2
2

u u u u

x yx x y

        
+ −  =     

        
, 

2 2( , )u x y x y= + . 

Розв’язання: Шукаємо функції  
2 2

2 2
,

u u

x y

 

 
.  

2

2

2

2

2 , 2,

2 , 2.

u u
x

x x

u u
y

y y

 
= =

 

 
= =

 

 

Отже, маємо 
2 2

2 2
2 2 0.

u u

x y

 
 −  =
 

2 0
4 0.

0 2
 = − = 

−
 

Вздовж розв’язка 
2 2( , )u x y x y= +  диференціальне рівняння з частинними 

похідними 2-го порядку має гіперболічний тип. 
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Індивідуальне завдання 2 

 

Задача 1. Для заданих рівнянь визначити тип: 

1) 
2 2

2 2

2 2
0

u u
x y

x y

 
 −  =
 

; 

2) 
2 2 2

2 2
2 2 2 2

u u u u u
u

x y x yx y

    
 +  + + + =

    
; 

3) 
2 2 2

2

2 2
2 3

u u u u u
xy u

x y x yx y

    
+  + + + = −

    
; 

4) 
2 2 2

2 2
4 2 6 2 0

u u u
u

x yx y

  
 + +  +  + =

  
; 

5) 
2 2 2

2 2
2 2 0

u u u u u
x y

x y x yx y

    
+  +  −  +  =

    
; 

6) 
2 2 2

2 2
2 2 2 3 0

u u u u u
u

x y y xx y

    
+  +  −  +  − =

    
; 

7) 
2 2

2 1

2 2
0,m u u u

y u m Z
xx y

+   
 + − − = 

 
; 

8) 
2 2

2 2
0

z z

x y

 
+ =

 
; 

9) 
2 2

2 2
2 2 0x yz z

e
x y

− 
−  −  =

 
. 

 

Задача 2. Визначити тип диференціального рівняння з частинними похідними 2-

го порядку 

1) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
8

u u u u

x y x y y

      
+  + =   

       
, вздовж розв’язку 

2 2( , )u x y x y= + . 

2) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
8

u u u u

x y x y y

      
+  + =   

       
, вздовж розв’язку ( , ) 2 2u x y xy=  . 

3) 

2 2
2 2 2

2 2
4 0

u u u

x yx y

     
−  + =   

     
, вздовж розв’язку 

2
2 17

( , )
4 6

y
u x y x xy= + +  . 
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4) 

2
2 2 2 2 2

2 2 2 2
4 0

u u u u u

x yx y y y

     
+  + − = 
     

, вздовж розв’язку 
2( , ) 2u x y y= . 

5) 

2
2 2 2 2 2

2 2 2
3 6 4

u u u u u

x y x yx y x

     
 −  + =   

      
, вздовж розв’язку 

2( , ) 2u x y x xy= + . 

6)  

2
2 2 2

2 2
5 2( ) 8

u u u u
x y

x y xx y

    
 − + = + + 
    

, вздовж розв’язку 
2( , ) 2u x y x xy= +

. 

7) 

3 2
2 2 2

2 2
2 3 2 0

u u u u
x

x y yx y

      
 + −  + − =   

      
, вздовж розв’язку 

21
( , )

2
u x y xy x= − . 

8) 

5
2 2 2

2 2
5 7 25 150

u u u
y

x yx y

   
 −  +  = 

   
, вздовж розв’язку 

2
3 5

( , )
2 7

x
u x y y xy= + + . 

9) 

2 2 2
2 2 2

2 2
5 5 6 12

u u u

x yx y

       
 +  +  =     

       
, вздовж розв’язку 

2( , ) 3u x y x y=  . 
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Тема 3. Алгоритм зведення диференціального рівняння з частинними 

похідними 2-го порядку до канонічного вигляду 

Розглянемо рівняння  
2 2 2

2 2
2 ( , , , , ) 0

z z z z z
a b c F x y z

x y x yx y

    
 +  +  + =

    
,                    (3.1) 

де ( , , );a a x y z=  ( , , );b b x y z=  ( , , ).c c x y z=  

Визначимо тип даного диференціального рівняння з частинними похідними 

(3.1). Складемо рівняння характеристик для заданого рівняння  

2 22 0ady bdxdy cdx− + = ,                                        (3.2) 

де ( , , ),a a x y z=  ( , , ),b b x y z=  ( , , )c c x y z=  – це функції, що і в рівнянні (3.1). 

Розв’яжемо рівняння характеристик (3.2).  

1. Рівняння гіперболічного типу, тоді рівняння характеристик має 2 загальні 

інтеграли 1 2( , ) , ( , ) .x y C x y C = =  Вводимо заміну ( , ), ( , ).x y x y   = =  

Дане рівняння з частинними похідними зводиться до канонічного вигляду 

2

( , , , , ).
z z z

z  
   

  
=

   
 

2. Рівняння параболічного типу, тоді рівняння характеристик має один 

загальний інтеграл ( , ) .x y C =  Вводимо заміну ( , ),x y =  а ( , )x y =  – будь-

яка () функція, що задовольняє умові 0.
x y y x

      
 −  

   
 Після заміни 

отримуємо канонічний вигляд рівняння 
2

2
( , , , , ).

z z z
z  

 

  
=

 
 

3. Рівняння еліптичного типу, тоді рівняння характеристик мають вигляд 

1,2( , ) ( , ) ,x y i x y C   =  де ( , ), ( , )x y x y   – функції дійсного змінного. 

Вводимо заміну ( , ), ( , ).x y x y   = =  Після заміни отримуємо канонічний 

вигляд рівняння:  
2 2

2 2
( , , , , ).

z z z z
z  

  

   
+ =

  
 

Після зазначених замін змінних в рівнянні (3.1) і відповідних підстановок 

отримуємо наступне рівняння  
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2 2 2

1 1 1 12 2
2 , , , , 0

z z z z z
a b c F z 

    

     
 +  +  + = 

      
                   (3.3) 

Рівняння (3.3) за формою не відрізняється від рівняння (3.1), але коефіцієнти 

в (3.3) 
1 1 1
, ,a b c  є вираженими через функції ( , ), ( , )x y x y   = = , причому деякі 

коефіцієнти 
1 1 1
, ,a b c  будуть після перетворень дорівнювати 0. Рівняння (3.2) 

можна розглянути у вигляді  

2

2 0
dy dy

a b c
dx dx

 
 −  + = 
 

,                                          (3.4) 

де ( , , ),a a x y z=  ( , , ),b b x y z=  ( , , )c c x y z=  – це функції, що і в рівнянні (3.1). 

Нехай ( , )x y const =  – загальний інтеграл рівняння (3.4), тоді 
dy

dx
 як похідна від 

неявної функції має вигляд 

/
.

/

dy x

dx y





 
= −

 
 

Підстановка цієї похідної в рівняння (3.4) приведе до рівності  

22

2 0a b c
x x y y

        
 −   +  =   
      

                                  (3.5) 

Таким чином, якщо в заміні змінних ( , ), ( , )x y x y   = =  в якості функції   

взяти ( , )x y  з загального інтегралу рівнянь (3.2) або (3.4), тоді отримуємо 
1

0a =  

з рівняння (3.3), спираючись на рівність (3.5) та перетворення при заміні змінних. 

За аналогією при ( , )x y =  отримуємо 
1

0с =  з рівняння (3.3). Рівність 

( , )x y const =  визначає сім’ю інтегральних кривих на площині xOy. Ці криві 

називаються характеристиками рівняння (3.1), а рівності (3.2) або (3.4) – 

рівняннями характеристик, як було вже сказано. 

Напишемо сенс методу характеристик для диференціального рівняння з 

частинними похідними 2-ого порядку (3.1). За звичайним диференціальним 

рівнянням (3.2) шукаємо характеристики, потім вводимо нові змінні, 

використовуючи вигляд загальних інтегралів рівняння (3.2). Маємо, що рівняння 
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(3.1) приймає після перетворень форму, де коефіцієнти дорівнюють 0, а отримане 

диференціального рівняння з частинними похідними 2-ого порядку легко 

розв’язується. 

Приклад 1. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з 

частинними похідними 
2 2

2 2

2 2
0

u u
x y

x y

 
 −  =
 

 у відповідності із його типом. 

Розв’язування: 2 2 2 2, 0, , 0, , 0.a x b c y x y x y= = = − =     Дане 

диференціальне рівняння з частинними похіднихми має гіперболічний тип. 

Рівняння характеристик має вигляд:  

2 2 2 2 0,x dy y dx− =  

( ) ( ) 0,xdy ydx xdy ydx−  + =  

0xdy ydx− =   або 0,xdy ydx+ =  

dy dx

y x
=  або ,

dy dx

y x
= −  

1ln ln lny x C= +   або 2ln ln lny x C= − + , 

1

y
C

x
=   або 2x y C = . 

Вводимо нові змінні: , .
y

x y
x

 = =   Для пошуку частинних похідних 

функцій використовуємо формули 

,
u u u

x x x

 

 

    
=  + 

    
 

,
u u u

y y y

 

 

    
=  + 

    
 

22 2 2 2

2 2 2

22 2 2

2 2

u u u u

x x xx x

u u u

x x xx

   

  

   

   

        
=  +   +  + 

        

       
+   +  +  = 
        

 

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2
2 ,

u u u u u

x x x xx x

     

    

             
=  +    +  +  +    

             
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22 2 2 2

2 2 2

22 2 2

2 2

u u u u

y y yy y

u u u

y y yy

   

  

   

   

        
=  +   +  + 

        

       
+   +  +  = 
        

 

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2
2 ,

u u u u u

y y y yy y

     

    

             
=  +    +  +  +    

             
 

2 2 2 2

2

2 2 2

2

u u u u

x y y x x y y x

u u u

y x x y x y

    

  

    

   

        
=   +  +   +

          

       
+   +  +   =
        

 

2 2

2

2 2 2

2
;

u u

x y x y y x

u u u

x y x y x y

     

 

   

  

        
=   +   +  + 

         

      
+  +  +  
       

 

Шукаємо необхідні частинні похідні 

2 2

2 2 3 2

2 2

2

2 2

2 2

2 1
, , ,

, 0, 1,

1
, 0, , 0.

y y

x x yx x x x

y
x x yx

x
y x yy y

  

  

   

  
= − = = −

  

  
= = =

  

   
= = = =

  

 

Отримуємо 

2 2 2 2
2

2 4 2 3

2 2
2

2 2

( 2 0)

1
( 2 1 0 0) 0,

u y u y u u
x

x x x

u u u u
y

x

  

   

  −  
  +   + +  −

  

   
−   +   +  +  =

   

 

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2
2

2
2 2 0,

2
4 0,

u y u u y u u y
y y

xx x

u u y
y

x

     

  

    
 −   −  −   +  =

     

 
−   +  =

  
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2
24 2 0, 0.

u u
y    

  

 
−    +  = 

  
 

2

2 0.
u u


  

 
 − =
    

Відповідь: 

2

2 0.
u u


  

 
 − =
  

 

 

Приклад 2. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з 

частинними похідними у відповідності із його типом: 

2 2 2
2 2

2 2
2 2 0.

y

x
u u u u

x xy y y y e
x y xx y

   
 +  +  −  +  =

   
 

Розв’язування: 2 2 2 2 2 2 2, , , 0, 0.a x b xy c y b a c x y x y x= = = = −  = − =   

Дане диференціальне рівняння з частинними похідними належить до 

параболічного типу при 0.x   Рівняння характеристик має вигляд: 

2 2 2 22 0,x dy xydxdy y dx− + =  

2( ) 0, , , ln ln ln , .
dy dx y

xdy ydx xdy ydx y x C C
y x x

− = = = = + =  

Тоді  
2

2

( , ) .

1
, .

1
0.

y
x y

x

y

x y xx

y

y x xx

 

 

 

= =

 
= − =

 

 
−  −  

 

 

Нехай  ( , ) 0, 0.
y

x y y y
x

 =       : 0, 0 .D x y   

Отже, ввели нові змінні: , .
y

y
x

 = =  

Для пошуку частинних похідних функцій використовуємо формули 

,
u u u

x x x

 

 

    
=  + 

    
   

2
,

u u y

x x

  − 
=  

   
 

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 ,

u u u u u u

x x x xx x x

     

    

              
=  +   +  +  +    

              
 

2 2 2

2 2 4 3

2
,

u u y u y

x x x

  
=  + 

 
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2 2 2 2 2

2

2 2

2
,

u u u u u

x y y x y x x y y x

u u

x y x y

      

    

  



           
=   +   +  +   +

              

    
+   + 

    

 

2 2 2 2

2 2

2 2

,

u u u u

x y y x y x y x x y

u u

x y x y

       

  

 

 

            
=   +   +  +   + 

             

   
+  + 
     

2 2 2

2 2 2 2

1 1
.

u u y u y u

x y xx x x  

  −  −  −     
=   +  +                

 

22 2 2

2 2

22 2 2

2 2 2

2

.

u u u

y y yu u u

y y y y yy

u u u

yy y

 

    

 

  

 

       
   +    

              = = =  +   + 
         

      
+  +  +  
     

 

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
2 .

u u u u

xy x   

   
=  +  +

   
 

Після заміни отримуємо 
2 2 2 2 2 2

2

2 4 3 3 2 2 2 2 2

2 2 2
2

2 2

2 1
2

2
2 0,

y

x

u y u y y u u y u u y
x xy

x x x x x x

y u u u y
y y y e

x x

     

  

       −   
  +  + −  +  −  +  +    

         

  
+  +  +   +  =

  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2

2 2

2 2 2

2 2
0,

y

x

u y u y u y u y u y u y

x x xx x x

u y u u y
y y e

x x

     

  

     
 +  −  −  −  +  +

     

  
+  +  +  +  =
  

 

2
2 2

2
2 0,

u u
e  



 
 +  +  =


 

, ( 0, 0).
x

y
y

   = =    

22

2
2 0.

u u e

  

  
+  + = 

  
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Відповідь: 
22

2
2 0.

u u e

  

  
+  + = 

  
 

 

Приклад 3. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з 

частинними похідними у відповідності із його типом: 

2 2

2
2 0.

u u
x

x yx

 
−  =

 
 

Розв’язування:  2 21, 2 2 , 0, 0, 0.a b x c b a c x x= = − = = −  =    

Маємо гіперболічний тип диференціального рівняння з частинними похідними. 

2 2 0,dy xdxdy+ =   ( )2 0,dy dy xdx+ =  

1

2 2
2 2

0 ;

2 , .

dy y C

dy xdx y x C x y C

=  =

= −  = − + + =
 

Заміна змінних 2 , .x y y = + =  
2 2 2

2 2
2 , 2, 1, 0.x

x y x yx y

        
= = = = =

    
 

2 2 2

2 2
0, 0, 1, 0.

x y x yx y

        
= = = = =

    
 

2 2
2

2 2
4 2 0;

u u u
x

x 

  
=  + =

 
 

2 2 2

2
2 2 .

u u u
x x

x y  

  
=  + 

   
 

Отримаємо 
2 2 2

2 2 2

2 2
4 2 4 4 0,

u u u u
x x x

   

   
 + −  −  =

   
 

2 ,x  = −  
2 1

0, .
2( )

u u
 

    

 
−  = 

  − 
 

Відповідь: 

2 1
0, .

2( )

u u
 

    

 
−  = 

  − 
 

 

Задачі для самоконтролю 

1. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними у відповідності із його типом: 
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2 2

2 2
16

u u

t x

 
= 

 
. 

Відповідь: 

2

0
u

 


=

 
.  

2. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними у відповідності із його типом: 

2 2
2

2 2

u u
a

t x

 
= 

 
. 

Відповідь: 

2

0
u

 


=

 
. 

 

3. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними в кожній з областей, де зберігається тип розглядуваного рівняння: 

2 2 2
2 2

2 2
2 2 0

y
xu u u u

x xy y y y e
x y xx y

   
+ + − +  =

   
. 

Відповідь: параболічний тип рівняння для будь-яких x, y, крім точки (0,0). 
2 2

2 2

2 1
0,

u u y
e

x







 
+ 

 
+ = =


, y = . 

 

4. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними в кожній з областей, де зберігається тип розглядуваного рівняння: 

2 2 2
2 2 3 2

2 2
2 0

u u u u
xy x y x y

x y xx y
−

   
+ − =

   
. 

Відповідь: параболічний тип рівняння для будь-яких x, y, окрім x=0. 
2 2 1 2 2

2 2

2
0,

u u u
x y

 




 
− 

−

  
+ = = +

 
, х = . 

 

5. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними в кожній з областей, де зберігається тип розглядуваного рівняння: 

2 2 2
2

2 2
2sin cos cos 0

u u u u
x x x

x y yx y
− −

   
  −  =
   

. 

Відповідь: гіперболічний тип рівняння для будь-яких x, y, 
2

0,
u

x y сosx
 


= = + −
 

, x y сosx = − + − . 

 

6. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними в кожній з областей, де зберігається тип розглядуваного рівняння: 
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2 2

2
2 0

u u
x

x yx
−

 
 =
 

. 

Відповідь: гіперболічний тип рівняння для 0x  ,

( )

2
21

0,
2

u u
x y

    

 
−  = = +

  − 
, y = . Якщо x=0, тоді 

2

2
0

u

x


=


 і маємо 

параболічний тип рівняння. 

 

7. Звести до канонічного вигляду диференціальне рівняння з частинними 

похідними в кожній з областей, де зберігається тип розглядуваного рівняння: 

( )
2 2 2

2 2
2 1 0

u u u
x x x

x yx y


  
+ + − =

  
. 

Відповідь: гіперболічний тип рівняння для 0x  ,

( )

2 1
0, 2

2

uu u
y x x




    

 
− 
 

 
−  = = − +

  − 
, 2y x x = − − . Еліптичний тип 

рівняння для 0x  , 
2 2

2 2

1
0,

u u u
x y

  
+

  
−  = = − +

 
, 2 x =  −  

Якщо x=0, тоді 
2

2
0

u

y


=


 і маємо параболічний тип рівняння. 
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РІВНЯННЯ КОЛИВАНЬ СТРУНИ  

Нехай струна (гнучка пружна нитка) довжини l лежить на вісі Ox, її кінці 

закріплені в точках 0,x x l= = . В момент часу 0t =  струну виводять з стану 

рівноваги – її розтягують за формою деякої кривої в вертикальній площині і 

перпендикулярно до осі Ox, в цій площині точкам струни дають початкову 

швидкість, величина якої залежить від положення точки струни. Після цього 

зовнішню дію прибирають. Під впливом сил пружності і початкового 

зовнішнього поштовха струна починає рухатися, прямуючи до стану рівноваги. 

За інерцією це положення рівноваги вона проходить, потім досягає деякого 

максимального відхилення і прямує до положення рівноваги знову, але з іншого 

боку. Виникає вільні, тобто без зовнішньої дії, коливання струни. Позначимо u 

відхилення точок струни від стану рівноваги. Величина u залежить від 

координати x точки і часу t, тобто маємо ( , )u u x t= . Ця функція задовольняє 

хвильовому рівнянню, що надано нижче.  

Розглянемо диференціальне рівняння з частинними похідними коливань 

струни 

2 2
2

2 2

u u
a

t x

 
= 

 
,                                                     (4.1) 

де стала 2a  залежить від властивостей матеріалу струни. Виведення зазначеного 

хвильового рівняння можна переглянути в https://ukrayinska.libretexts.org – 

МАТЕМАТИКА – Диференціальні рівняння – Диференціальні рівняння 

(Chasnov) – 9. Рівняння з частинними похідними – 9.2 Виведення хвильового 

рівняння. 

 

 

 

 

https://ukrayinska.libretexts.org/
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Тема 4. Метод д’Аламбера для розв’язування диференціального 

рівняння з частинними похідними коливань струни. Постановка задач 

математичної фізики. Рівняння гіперболічного типу: рівняння коливань 

струни 

Граничні умови 

(0, ) ( , ) 0.u t u l t= =                                              (4.2) 

Початкові умови 

( ,0) ( ),u x f x=  
(4.3) 

0

( , )
( ,0) ( )t

t

u x t
u x F x

t =


 = =


. 

Розв’язок рівняння (4.1) з початковими умовами (4.3) методом д’Аламбера 

знаходиться за формулою 

( ) ( ) 1
( , ) ( ) .

2 2

x at

x at

f x at f x at
u x t F z dz

a

+

−

− + +
= +  

 
(4.1), (4.3) – задача Коши. 

Рівняння 

2 2
2

2 2

u u
a

t x

 
= 

 
 описує коливання малої поперечної струни.  

2 T
a


= , де a  – швидкість поширення хвиль у струні, T  – сила натягування, 

  – лінійна густина струни (маса одиниці довжини). 

( , )u x t  – відхилення x  в момент часу t . ( ,0) ( )u x f x=  – початкове положення 

точок струни. ( ,0) ( )tu x F x =  – розподіл початкових швидкостей точкам струни. 

З’ясуємо тип диференціального рівняння з частинними похідними (4.1). 

2 21, 0, , 0a b c a b ac a= = = − − =    гіперболічний тип рівняння. 

Рівняння характеристик 

2 2 2 0,dx a dt− =   ( ) ( ) 0,dx adt dx adt−  + =  

( ) 1 10 .dx adt dx adt x at C x at C− =  =  = +  − =  

( ) 2 20 .dx adt dx adt x at C x at C+ =  = −  = − +  + =  

Заміна змінних  

( ) 1 10 .dx adt dx adt x at C x at C− =  =  = +  − =  
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Заміна змінних: ,x a t x a t = −  = +  . 

Функція ( , )u x t залежить від двох змінних, тому маємо таки похідні першого 

і другого порядків за змінними x або t 

1 1 ,
u u u u u

x    

    
=  +  = +

    
 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 .

u u u u u u u

x       

      
=  +   +  = +  +

       
 

( ) ,
u u u u u

a a a
t    

     
=  − +  =  − + 

     
 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
2

2 2

( ) ( )

2 .

u u u u u
a a a a a

t

u u u
a

    

  

     
=  −  − −  +  +  − = 

      

   
=  − + 

   

 

Отримуємо 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 0,

0.

u u u u u u
a a a a a a

u

      

 

     
 −   +  −  −   −  =

      


=

 

 

1 1 1( ), ( , ) ( ) ( ),
u

F u f F    



= = +


 

1 1( , ) ( ) ( ),u x t f x a t F x a t= +  + −   

1 1( ) ( ,0) ( ) ( ),f x u x f x F x= = +  

1 1( ) ( )
,

( ) ( )

u df x at dF x at
a a

t d x at d x at

 + −
=  − 

 + −
 

1 1

0

( ) ( )
( ) ,

t

u df x dF x
F x a a

t dx dx=


= =  − 


 

1 11
( ) ,

x x x

b b b

df dF
F x dx dx dx

a dx dx
 = −    де  b  – деяке число. 
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1 1

1 1

1
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ).

x

b

f x F x C F x dx
a

f x F x f x


− = + 


 + =

 

1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ,

2

1 1
( ) ( ) ( ) .

2

x

b

x

b

f x f x F x dx C
a

F x f x F x dx C
a

 
=  + + 

 

 
=  − − 

 

 

Тоді  

( )

1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2

x at x at

b b

x at b

b x at

u x t f x at F z dz C f x at F z dz C
a a

f x at f x at F z dz F z dz
a a

+ −

+

−

 
= + +  + + − −  − =  

 

 
= + + − +  +   

 

 

( ) ( ) 1
( , ) ( ) .

2 2

x at

x at

f x at f x at
u x t F z dz

a

+

−

+ + −
= +    

 

Приклад 1. Знайти розв’язок рівняння 

2 2

2 2
,

u u

t x

 
=

 
 якщо 

2( ,0) , ( ,0) 0.tu x x u x= =  

Розв’язування: 21, 0, ( ) , ( ) 0.a b f x x F x= = = =   

Тоді  ( )2 2 2 21
( , ) ( ) ( ) .

2
u x t x t x t x t=  − + + = +

 

Відповідь: .),( 22 txtxu +=  

 

Приклад 2. Знайти розв’язок рівняння 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 якщо 

( ,0) sin , ( ,0) 1.tu x x u x= =  

Розв’язування: ( ) sin , ( ) 1.f x x F x= =  Тоді  

( )

( )

1 1
( , ) sin( ) sin( )

2 2

1 1 1
2sin cos sin cos ( )

2 2 2

sin cos .

x at

x at

x at

x at

u x t x at x at dz
a

x at t z x at x at x at
a a

x at t

+

−

+

−

=  − + + +  =

=   + +  =  +  + − +

=  +
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Відповідь: ( , ) sin cosu x t x at t=  + . 

 

Висновки.  

Якщо початкові швидкості точок струни відсутні, тобто ( ) 0F x = ,  і струна 

коливається лише за рахунок початкових відхилень ( )f x , тоді формула 

д’Аламбера коливань струни матиме вигляд ( )
1

( , ) ( ) ( ) .
2

u x t f x at f x at=  − + +  

Вона визначає утворення на струні хвиль відхилення, що поширюються від 

початкової точки праворуч і ліворуч у вигляді опуклостей, утворюючі біжучу 

хвилю (рис. 4.1, 4.2). 

 

Рисунок 4.1. Початкове відхилення ( )f x струни в момент часу 0t = . 

 

Використовуємо початкову умову ( ,0) ( )u x f x= , на проміжку ( , )l l−  

отримуємо функцію ( )f x  (рис. 4.1). Коливання струни мають вигляд 

( )
1

( , ) ( ) ( )
2

u x t f x at f x at=  − + + , тоді хвилі поширюються праворуч і ліворуч з 

часом, як показано на рисунку 4.2. 
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Рисунок 4.2. Розповсюдження хвилі вздовж струни з часом. 

 

Якщо початкові відхилення точок струни дорівнюють 0, а коливання струни 

відбуваються за рахунок того, що в початковий момент часу точки струни 

отримали початкові швидкості ( )F x , то формула коливань струни матиме вигляд 

1
( , ) ( ) .

2

x at

x at

u x t F x dx
a

+

−

=    Вона визначає утворення в струні хвиль імпульсу, що 

поширюється в тій у формі трапеції (рис. 4.3).  

Загальний випадок початкових умов є результатом накладання 

(суперпозиції) розглянутих двох випадків біжучих хвиль. 
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u

x

t=0

u

x

t=t
1

u

x

t=t
2

 

Рисунок 4.3. Розповсюдження хвилі вздовж струни з часом. 

 

Граничні умови ( ,0) ( , ) 0u x u l t= =  свідчать, що кінці струни закріплені. 

 

Задачі для самоконтролю 

1. Знайти розв’язок рівняння 

2 2

2 2
16 ,

u u

t x

 
= 

 
 якщо 

2( ,0) sin , ( ,0) .tu x x u x x= =  

Відповідь:  2 316
( , ) sin cos4

3
u x t x t x t t=  +  + . 
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2. Знайти розв’язок рівняння 

2 2

2 2
16 ,

u u

t x

 
= 

 
 якщо 

2( ,0) 1 s , ( ,0) sin .tu x co x u x x= + =  

Відповідь:  ( )2 21 1
( , ) sin sin4 1 cos ( 4 ) cos ( 4 )

4 2
u x t x t x t x t=  + + + + − . 

 

Завдання для самостійного виконання 

1. Знайти розв’язок даного рівняння 

2 2

2 2

u u

t x

 
=

 
 при початкових умовах 

2( ,0) , ( ,0) 0.tu x x u x= =  

 

2. Знайти розв’язок даного рівняння 

2 2
2

2 2

u u
a

t x

 
= 

 
 при початкових умовах 

( ,0) cos , ( ,0) sin .tu x x x u x x= + =  

 

3. Знайти розв’язок даного рівняння 

2 2

2 2

u u

t x

 
=

 
 при початкових умовах 

( ,0) , ( ,0) .tu x x u x x= = −  

 

4. Знайти розв’язок даного рівняння 

2 2

2 2

u u

t x

 
=

 
 при початкових умовах 

2( ,0) , ( ,0) 0.tu x x u x= =  

 

5. Знайти розв’язок даного рівняння 

2 2

2 2
4

u u

t x

 
= 

 
 при початкових умовах 

( ,0) 0, ( ,0) .tu x u x x= =  
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Тема 5. Рівняння гіперболічного типу: рівняння коливань струни. 

Розв’язування рівняння коливань струни методом Фур’є 

2 2
2

2 2
, (0; )

u u
a x l

t x

 
=  

 
 , t > 0, 

( ,0) ( )u x f x= , 

( ,0) ( )tu x F x= , 

(0, ) ( , )xu t u l t=  (крайові умови). 

Розв’язок хвильового рівняння шукаємо у вигляді: ( , ) ( ) ( )u x t X x T t=  . 

Підставимо розв’язок ( , )u x t  в початкове рівняння  

2 2( ) ( ) ( ) ( ), : ( ) ( )T t X x a X x T t a X x T t =      

2

1 ( ) ( )
,

( ) ( )

T t X x

T t X xa



=  =  

2

0,

0

X X

T a T





 −  =


−   =

 

(0, ) (0) ( ) 0 (0) 0u t X T t X=  =  = , 

( , ) ( ) ( ) 0 ( ) 0.xu l t X l T t X l =  =  =  

Шукаємо нетривіальний розв’язок рівняння з умовами 

0,

(0) 0,

( ) 0

X X

X

X l

 −  =


=
  =

 

2

1,2

0,

( )( ) 0,

k

k k k



  

− =

− + = = 
 

1 2( ) ,x xX x C e C e  − =  +   

1 2 1 2(0) 0,X C C C C= + =  = −  

1 2 1( ) ( ( ) ) ( ) 0.l l l lX l C e C e C e e     −   −  =   + −  =   + =  

1 0C  , тому що шукаємо нетривіальний розв’язок рівняння. Тоді 0 = . Якщо 

10 0, ( ) ,X X x b  =  = =
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1 2 1 2( ) , ,X x b x b b b= + −  числа. 2 1(0) 0, ( ) 0X b X l b= = = = 
 ( ) 0X x =  - 

тривіальний розв’язок. 

Тоді 0,l le e  − + =  

2 1 0,le   + =  

2 1,le   = −  

2 (2 1) , 0,1,2,...l i ke e k   + = =  

(2 1)
,

2

i k

l




 + 
=  

2
(2 1)

, 0,1,2,...
2

k

k
k

l


 

+  
= = − = 

 
 

Кожному k  відповідає значення k = . k  – власне значення. ( )kX x  – власна 

функція. 1 1

( ) (2 1)
( ) 2 2 sin .

2 2

k kx x

k

e e k x
X x C i i C

i l

 


 − 
+ + 

=   =   
 

 

1

2

(2 1)
( ) 2 sin ,

2

(2 1)
, 0,1,2,...

2

k

k

k x
X x C

l

k
k

l






+  
=   

 


+  = − =   

 

Якщо u i v+   – розв’язок лінійного рівняння, то ,u v  – розв’язки лінійного 

рівняння. 

2( ) 0,T t a T−   =  

2
2(2 1)

0,
2

k
T a T

l

+ 
+   = 
 

 

2
2 (2 1)

0,
2

k a
p

l

+  
+ = 
 

 

2 (2 1)
,

2

k a
p i

l

+ 
=    

(2 1) (2 1)
( ) cos sin

2 2
k k k

k a k a
T t a t b t

l l

 + +
=   +   , 
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(2 1) (2 1) (2 1)
( , ) cos sin sin .

2 2 2
k k

k a k a k
u x t A t B t x

l l l

  + + + 
=   +     
 

 

0

(2 1)
( ,0) sin ( ),

2
k

k

k x
u x A f x

l



=

+
=  =  

0

( ) ( )k k
k

A x f x


=

 = . 

Власних функцій лічильна множина. Вони створюють повну систему 

функцій в   
2

,a b
L  або в  

2

,a b
C . Також ці функції створюють ортогональну систему.  

( )
0

( ) ( ) ( )k k n
k

f x A X x X x


=

=    

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
l l

n k k n
k

f x X x dx A X x X x dx =     

2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
l l l

n k k n n n
k

f x X x dx A X x X x dx A X x dx =   =     

0

2

0

( ) ( )

( )

l

n

n l

n

f x X x dx

A

X x dx



=



. 

2

0 0

(2 1) 1 (2 1)
sin 1 cos

2 2

l ln n
x dx x dx

l l

 + + 
  = −  =   

 
 

0

1 (2 1) 1
sin sin(2 1) .

2 (2 1) 2 (2 1) 2

l
l n l l

x x l n
n l n




 

   +
= −   = −  + =   

+  +    
 

0

2 (2 1)
( ) sin

2

l

n

n x
A f x dx

l l

+ 
=    

0

(2 1) (2 1)
( ,0) sin ( )

2 2
t k

k

k a k
u x B x F x

l l

 

=

+ +
=    = , 

0

(2 1) 2 (2 1)
( ) sin

2 2

l

k

k a k
B F x xdx

l l l

 + +
 =    , 

 

 

1
0,

1
0,

( ) , (0) ( ) 0.

( ) , (0) ( ) 0.

l

l

F x C F F l

f x C f f l

 = =

 = =
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Отже,  

0

(2 1) (2 1) (2 1)
( , ) cos sin sin ,

2 2 2
k k

k

k a k a k
u x t A t B t x

l l l

  

=

+ + + 
=   +      

 
 

де 
0

2
( ) ( ) ,

l

k nA f x X x dx
l

=     

0

4 (2 1)
( ) sin

(2 1) 2

l

k

k
B F x xdx

k a l





+
=   

+
. 

 

Індивідуальне завдання 3 

 

1. Знайти розв’язок u(x,t) наступних задач в області 0 , 0x l t   : 

Варіант 1 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 2( ,0)u x x= , ( ,0) ( )tu x x= , 

(0, ) ( , ) 0xu t u l t= =  (крайові умови). 

 

Варіант 2 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 ( ,0) ( )u x x= , ( ,0) ( )tu x x= , 

(0, ) ( , ) 0xu t u l t= =  (крайові умови). 

 

Варіант 3 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 ( ,0) ( )u x x= , ( ,0) ( )tu x x= , 

(0, ) ( , ) 0x xu t u l t= =  (крайові умови). 

 

Варіант 4 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 2( ,0)u x x= , ( ,0) 0tu x = , 
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(0, ) ( , ) 0x xu t u l t= =  (крайові умови). 

 

Варіант 5 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 

3
( ,0) cos

2

x
u x

l

 
=  

 
, 

7
( ,0) cos

2
t

x
u x

l

 
=  

 
, 

(0, ) ( , ) 0xu t u l t= =  (крайові умови). 
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Тема 6. Розв’язування рівняння коливань струни методом Фур’є. Стоячі 

хвилі 

Задача. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2
2

2 2
,

u u
a

t x

 
= 

 
 якщо  

4 ( ,0)
( ,0) ( ) ( ), ( ) 0,

2

h u x
u x x x l x x

tl
 


= =   − = =


 

(0, ) 0, ( , ) 0, 0 , 0.u t u l t x l t= =     

Розв’язування: розв’язок рівняння коливань струни шукаємо у вигляді:  

( , ) ( ) ( )u x t X x T t=  . Підставимо розв’язок ( , )u x t  в початкове рівняння  

2( ) ( ) ( ) ( ),T t X x a X x T t =    

2

( ) ( )
,

( )( )

T t X x

X xa T t



 = =


 

2

1 ( ) ( )
,

( ) ( )

T t X x

T t X xa



=  =    (0) ( ) 0X X l= = . 

2

0,

0

X X

T a T





 −  =


−   =

 

(0, ) (0) ( ) 0 (0) 0,u t X T t X=  =  =  

( , ) ( ) ( ) 0 ( ) 0.u l t X l T t X l=  =  =  

Шукаємо нетривіальний розв’язок рівняння коливань струни 

0,

(0) 0,

( ) 0.

X X

X

X l

 −  =


=
  =

 

2
1,20, .p p − = =   

1 2( ) ,x xX x C e C e  − =  +   

1 2 2 1(0) 0, .X C C C C= + =  = −  

1 1 1( ) ( ) 0,l l l lX l C e C e C e e    −   − =  −  =  − =  

1 0C  , тому що шукаємо нетривіальний розв’язок рівняння.  
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0,l le e  − − =      2 1,le   =     2 2 ,l i ke e   =  

2 2 , 0,1,2,...l i k k  =   =  

,
k

i
l





= 

2

, 0,1,2,...k

k
k

l




 
= − = 

 
 

Кожному k  відповідає значення k = . k  – власне значення, ( )kX x  – 

власна функція. 

1 1 1( ) ( ) 2 2 sin .
2

k k
k k

x x
l l

k

e e k
X x C e e C i i C x

i l

 
  

 − 
 −  −  

=  − =   =    
 

 

1

2

( ) 2 sin ,

, 0,1,2,...

k

k

k x
X x C

l

k
k

l






  
=   

 


 
= − =   

 

2( ) 0,T t a T−   =  

22 2 2

2
( ) 0,k

k a
T t T

l

  
+  =  

2
2 0,

k a
p

l

 
+ = 
 

 

2 ,
k a

p i
l


=    

( ) cos sin ,k k k

k a k a
T t a t b t

l l

 
=   +    

( , ) cos sin sin ,k k k

k a k a kx
u x t A t B t

l l l

   
=  +   
 

 1 12 , 2 .k k k kA C a B C b= =  

0

( , ) cos sin sin ,k k
k

k a k a kx
u x t A t B t

l l l

  

=

 
=  +    

 
 

2
0

4
( ,0) sin ( ),k

k

k x h
u x A x l x

l l



=

 
=  =   −  

 
 

( )
0

( ) ( ), ( )k k n
k

A X x x X x


=

 =   
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( )
00 0

( ) ( ) ( ) ,
l l

n k k x n
k

x X x dx A X X x dx


=

 =    

2

0 0

( ) ( ) ( ) ,
l l

n n nA X x dx x X x dx =    0

2

0

( ) ( )

,

( )

l

n

n l

n

x X x dx

A

X x dx

 

=



 

2

0 0 0

1 2 1 2
sin 1 sin ,

2 2 2 2

l
l lnx n l n l

dx cos x dx x
l l n l

  



   
= − = −  =     

   
 

0

1
( ) sin .

2

l

n

n
A x xdx

l


=   

0

( , ) sin cos sin ,k k
k

u kx ka kat kat
x t B A

t l l l l

   

=

  
=   −  

  
 

0

( ,0) sin ( ),k
k

u ka kx
x B x

t l l

 




=


=  =


 

( )
0

( ) ( ), ( )k k n
k

k a
B X x x X x

l






=

  =   

00 0

( ) ( ) ( ) ( )
l l

n k k n
k

k a
x X x dx dx B X x X x

l






=

 =      

2

0 0

( ) ( ) ( ) ,
l l

k n n

k a
B X x dx x X x dx

l


  =    

0

2
( ) ( ) ,

l

n n

n a
B x X x dx

l l


 =   

0

2
( ) ( ) .

l

n nB x X x dx
na




=    

Розв’язком рівняння коливань струни є функція 

0

( , ) cos sin sin ,k k
k

k a k a kx
u x t A t B t

l l l

  

=

 
=  +    

 
 

де 
0

2
( ) sin ,

l

n

n
A x xdx

l l


=   

0

2
( ) sin

l

n

n
B x xdx

na l





=    при 

2

4 ( ,0)
( ) ( ,0) ( ), ( ) 0,

(0, ) ( , ) 0, 0 , 0.

h u x
x u x x l x x

tl

u t u l t x l t

 


= =   − = =


= =   
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Стоячі хвилі 

Введемо позначення 2 2 , .k
k k k k

k

A
F A B tg

B
= + =  Тоді розв’язок рівняння 

коливань струни можна записати 
0

( , ) sin sin ,k k
k

k a kx
u x t F t

l l

 




=

 
=  +   

 

фізичний зміст: всі точки струни виконують гармонічні коливання з частотою 

k

k a

l


 =  і фазою k . Амплітуда коливань залежить від абсциси х  точки струни 

і дорівнює sink

kx
F

l


 . При такому коливанні точки одночасно досягають свого 

максимального відхилення в одну і другу сторону і одночасно проходять 

положення рівноваги. Таке коливання називається стоячими хвилями. 

Кожна струна може мати свої власні коливання, лише певної частоти 

k

k a

l


 =  – власні частоти струни. Найменша власна частота 1 ,

a T

l l

 



= =   

де T  – сила натягу струни,   – лінійна густина. 

u

x

u

x

l

k=1

l
l/2
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При коливанні струна створює звук, висота якого зростає із частотою 

коливання. При власних коливаннях найнижчій тон буде при частоті 1 . Чим 

більший натяг T  струни і чим коротша струна, тим звук буде вищий. 

Деякі пояснення щодо стоячих хвиль 

 

u

x

u

x

l

t=0

l
l/2

t=0

 

k

k a

l


 =  – власна частота струни. 11, .

a T
k

l l

 



= = =   

 

 

Завдання для самостійного виконання 

Задача 1. Розв’язати рівняння коливань струни при 0 , 0x l t    

2

2

,

4
( ,0) ( ),

( ,0) 0.

(0, ) ( , ) 0.

tt xx

t

u a u

h
u x x l x

l

u x

u t u l t

 = 

=   −

 =

= =

 

 

Задача 2. Розв’язати рівняння коливань струни при 0 , 0x l t    

2 ,

( ,0) ( ),

( ,0) 0.

(0, ) ( , ) 0.

tt xx

t

u a u

u x x

u x

u t u l t



 = 

=

 =

= =

 

 

Задача 3. Розв’язати рівняння коливань струни при 0 , 0x l t    
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2 ,

2
0, ,

2
( ,0) ,

2
( ) ,

2

( ,0) 0.

(0, ) ( , ) 0.

tt xx

t

u a u

h l
x при x

l
u x

h l
l x при x l

l

u x

u t u l t

 = 

  
   

  
= 

   −    

 =

= =

 

 

Задача 4. Розв’язати рівняння коливань струни при 0 , 0x l t    

4 ,

( ,0) 5 6 cos ,

( ,0) 2 .

(0, ) ( , ) 0.

tt xx

t

u u

u x x

u x x

u t u l t

 = 

= − 

 =

= =

 

 

Задача 5. Розв’язати рівняння коливань струни при 0 , 0x l t    

2

16 ,

4
( ,0) 5 6cos ,

( ,0) 2 .

(0, ) ( , ) 0.

tt xx

t

x x

u u

u x x
l

u x x

u t u l t



 = 

= −

 =

= =
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Тема 7. Рівняння гіперболічного типу. Неоднорідні рівняння. Метод Фур’є 

Розглянемо неоднорідне рівняння  

2 2
2

2 2
( , ),

u u
a G x t

t x

 
=  +

 
                                             (7.1) 

де функція 
1

( , ) ( , ),G x t g x t


=     – густина матеріалу, ( , )g x t  – густина розподілу 

зовнішніх сил. Рівняння (7.1) описує коливання струни при дії вимушеної сили 

( , )G x t . Причому за допомогою цього рівняння можна описати вимушені 

коливання струни і вимушені повздовжні коливання стержня. Початкові умови 

( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x f x u x F x= =                                     (7.2) 

Граничні умови 

(0, ) ( , ) 0.u t u l t= =                                                (7.3) 

Розв’язок рівняння (7.1) з додатковими умовами (7.2), (7.3) шукаємо у 

вигляді ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +  де функція ( , )v x t  задовольняє однорідному 

рівнянню 

2 2
2

2 2

v v
a

t x

 
= 

 
                                                 (7.4) 

і умовам (7.2) і (7.3). Функція ( , )w x t  задовольняє неоднорідному рівнянню (7.1), 

граничним умовам (7.3) і наступним початковим умовам 

( ,0) ( ,0) 0tw x w x= =                                      (7.2*) 

Функція ( , )v x t  має вигляд (знайдена за методом Фур’є) 

0

( , ) cos sin sin ,k k
k

k a k a kx
v x t A t B t

l l l

  

=

 
=  +    

   

0

2
( ) sin ,

l

n

n
A f x xdx

l l


= 

  0

2
( ) sin .

l

n

n
B F x xdx

na l




= 

 

Функція ( , )w x t  описує вимушені коливання, що відбуваються під дією 

зовнішніх сил, при відсутніх початкових збуреннях. Будемо шукати функцію 

( , )w x t  у вигляді розвинення в ряд за власними функціями sin
kx

l


 однорідної 
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задачі 
1

( , ) ( ) sin ,k
k

k
w x t t x

l






=

=   де ( )k t  – шукані функції. Відомо, що 

(0, ) ( , ) 0w t w l t= = , ( ,0) ( ,0) 0.tw x w x= =  Тоді 0)0( =
k

 .  

Маємо 
2 2

2

2 2
( , );

w w
a G x t

t x

 
−  =

   

2
2

0

( ) sin sin ( , );k k
k

k k k
t x a x G x t

l l l

  
 



=

  
  +    =        

розкладемо функцію ( , )G x t  на інтервалі (0, )l  у ряд по синусах з аргументом х: 

1

( , ) ( ) sin ,k
k

k x
G x t g t

l



=

=   де  

0

2
( ) ( , ) sin .

l

k

kx
g t G x t dx

l l


= 

 
Прирівнюємо коефіцієнти при власних функціях:  

2

( ) ( ) ( )k k k

k а
t t g t

l


 

 
 +  = 

 
                                         (7.5) 

0)0()0( ==
kk

 . 

Загальний розв’язок рівняння (7.5) має вигляд: 

( ) cos sin ( )k k k kr

k a k a
t a t b t t

l l

 
 = + +

, 

де ( )kr t  – частинний розв’язок рівняння (7.5), якщо функція ( )k t  має 

спеціальний вигляд. Якщо функція ( )k t  довільна, тоді використовуємо метод 

варіації довільної сталої для пошуку ( ) ( )cos ( )sin ,k k k

k a k a
t a t t b t t

l l

 
 = +  де ( )ka t  

і ( )kb t  – шукані функції, (0) (0) 0k k  = = .  

Використовуємо метод варіації довільних сталих 

( )cos ( )sin 0,

( ) sin ( ) cos ( );

k k

k k k

k a k a
a t t b t t

l l

k a k a k a k a
a t t b t t g t

l l l l

 

   


 + =


  −   +   =
  
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








=+−

=+

).(cos)(sin)(

,0sin)(cos)(

tg
ak

l
t

l

ak
tbt

l

ak
ta

t
l

ak
tbt

l

ak
ta

kkk

kk







                           (7.6) 

Ліву та праву частини першого рівняння з системи диференціальних рівнянь 

(7.6) помножаємо на t
l

ak
cos , ліву та праву частини другого рівняння з системи 

диференціальних рівнянь (7.6) помножаємо на t
l

ak
sin  та віднімаємо перше 

рівняння від другого, маємо: 

( ) ( ) sin ,k k

l k a
a t g t t

k a l




 = − 

 

( ) ( ) sin ,k k k

l k a
a t g t tdt a

k a l




= −  +

 

за аналогією перше рівняння з (7.6) помножаємо на t
l

ak
sin , друге – на t

l

ak
cos  

та додаємо перше рівняння до другого: 

( ) ( ) cos ,k k

l k a
b t g t t

k a l




 = 

 

( ) ( ) cos .k k k

l k a
b t g t tdt b

k a l




=  +

 
Тоді отримуємо: 

0

0

( ) ( ) sin cos

( ) cos sin

t

k k k

t

k k

l k a k a
t a g d t

k a l l

l k a k a
b g d t

k a l l

 
   



 
  



 
= −   + 
 

 
+ +   = 
   

0

cos sin ( ) sin cos sin cos
t

k k k

k a k a l k a k a k a k a
a t b t g t t d

l l k a l l l l

     
   



 
+  +  − =  

 

0

cos sin ( ) sin ( ) ,
t

k k k

k a k a l k a
a t b t g t t d

l l k a l

  
  


= +  +  −

 

при 0)0()0( ==
kk

  маємо 

0

( ) ( ) sin ( )
t

k k

l k a
t g t d

k a l


   


=  −

.                                   (7.7) 
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Отже, ,sin)(),(
1

x
l

k
ttxw

k
k


 =



=

 де функції )(t
k

  шукаємо за (7.7), 

0

2
( ) ( , ) sin .

l

k

kx
g t G x t dx

l l


= 

 

Розв’язок неоднорідного рівняння (7.1) за умов (7.2), (7.3) має вигляд: 

( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +
 

,)(
2

1

2

)()(
),( 

+

−

+
++−

=
atx

atx

dzzF
a

atxfatxf
tx  

,sin)(),(
1

x
l

k
ttxw

k
k


 =



=

 де 







 dt
l

ak
g

ak

l
t

t

kk
)(sin)()(

0

−=  , де 

0

2
( ) ( , ) sin .

l

k

kx
g t G x t dx

l l


= 

 

Функція ( , )G x t  є вимушеною силою в рівнянні (7.1). 

 

 

Завдання для самостійного виконання 

Задача 1. Розв’язати рівняння 

2 2

2 2
16 2 ,

u u
t

t x

 
=  +

 
 якщо 

2( ,0) , ( ,0) 2tu x x u x x= = , (0, ) ( , ) 0.u t u l t= =  

 

Задача 2. Розв’язати рівняння 

2 2
2

2 2
6 2 ,

u u
t t

t x

 
=  + +

 
 якщо 

( ,0) , ( ,0) 5tu x x u x= = , (0, ) ( , ) 0.u t u l t= =  

 

Задача 3. Розв’язати рівняння 

2 2

2 2
4 ,t

u u
e

t x

 
=  −

 
 якщо 

2( ,0) , ( ,0) 2tu x x u x x= = , (0, ) ( , ) 0.u t u l t= =  

 

Задача 4. Розв’язати рівняння 

2 2

2 2
2 3 ,

u u
t

t x

 
=  +

 
 якщо 

25
( ,0) , ( ,0) 2tu x сos x u x x

l


= = , (0, ) ( , ) 0.u t u l t= =  
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Задача 5. Розв’язати рівняння 

2 2
2

2 2
,

u u
t

t x

 
= +

 
 якщо 

( ,0) sin , ( ,0)tu x x u x x
l


= = , (0, ) ( , ) 0.u t u l t= =  
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Тема 8. Застосування методу Д’Аламбера для неоднорідного рівняння 

гіперболічного типу 

Розглянемо метод Д’Аламбера у випадку вимушених коливань струни. 

Задача. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2

2 2
4 2 ,

u u
t

t x

 
=  +

 
 якщо 

2( ,0) , ( ,0) 2 .
u

u x x x x
t


= =


 

Розв’язування: розв’язок рівняння шукаємо у вигляді 

( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +  де функція ( , )v x t  задовольняє відповідному однорідному 

рівнянню 

2 2

2 2
4

v v

t x

 
= 

 
 і умовам 2( ,0) , ( ,0) 2 ,tv x x v x x= =  

функція ( , )w x t  задовольняє неоднорідному рівнянню  

2 2

2 2
4 2

w w
t

t x

 
=  +

 
                                                    (8.1) 

і умовам ( ,0) ( ,0) 0.tw x w x= =  

Використовуємо тему 4 даного посібника. З’ясуємо тип диференціального 

рівняння з частинними похідними 04
2

2

2

2

=



−





xt


. Маємо 

21, 0, 4 4 0a b c b a c= = = −  −  =    диференціальне рівняння з 

частинними похідними має гіперболічний тип. Рівняння характеристик має 

вигляд 

2 24 0,dx dt−  =  

1 2

1 2

( 2 )( 2 ) 0,

2 , 2 ,

2 , 2 ,

2 , 2 ,

dx dt dx dt

dx dt dx dt

x t C x t C

x t C x t C

−  +  =

=  = − 

= + = − +

− = + =

 

заміна змінних 2 , 2 .x t x t = − = +  
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2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

, 2 ,

( 2) 2 , 2 2 4 2 .

u u u u u u u

x x

u u u u u u u

t t

    

    

      
= + = +  +

      

       
=  − +  =   − +          

 

Застосовуємо метод Д’Аламбера у випадку вимушених коливань струни. 

Маємо 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
4 2 4 2 0,

u u u u u u

      

        
 − + −  + + =               

 

2

0,
u

 


=

 
 

1 1 2( ), ( , ) ( ) ( ).
u

F u F F    



= = +


 

1 2( , ) ( 2 ) ( 2 ).u x t F x t F x t= − + +  

2
1 2( ,0) ( ) ( ) ,u x F x F x x= + =  

( ) ( )1 2( ,0) 2 2 2 ,t x x
u x F F x  = − + =  

( ) ( )2 1 ,
x x

F F x − =  

( )2 1( ) ( ) ,
x x

b b

F x F x dx xdx C − = +   

2
2 1( ) ( ) ,F x F x x+ =  

2 1

2
2 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

x

b

F x F x xdx C

F x F x x


− = +




− =

 

2
2

2
1

1
( ) ( ) ,

2 2

1
( ) ( ) ,

2 2

x

b

x

b

C
F x x xdx

C
F x x xdx

= +  +

= −  −

 

2 2
2 21 1 1 1

( , ) ( 2 ) ( 2 )
2 2 2 2

x t x t

b b

u x t x t xdx x t xdx
− +

= − − + + + =   

( )
2

2 2

2

1 1
( 2 ) ( 2 ) .

2 2

x t

x t

x t x t zdz
+

−

= − + + +   
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( )

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
( , ) 4 ( 2 ) ( 2 )

2 2 2

1
4 2 2 2 2 4 2 .

4

u x t x t x t x t

x t xt xt x t xt

 
= + +   + −  − = 

 

= + +    +   = + +

 

Шукаємо функцію ( , )w x t  у вигляді 2( , ) ( ) ( ) ( ),w x t a t x b t x c t=  +  +   

де ( ), ( ), ( )a t b t c t  – шукані функції.  

2 ( ) ( ), 2 ( ),x xw a t x b t w a t =  + =  

2 22 , 2 .t t t t t tt tt ttw a x b x c w a x b x c       =  +  + =  +  +  

Підставляємо знайдені вирази в неоднорідне рівняння коливань струни (8.1): 

22 8 ( ) 2 ,tt tt tta x b x c a t t   +  + − =  

2

0

x

x

x

 

1 1 2

1 1 2

0 , ( )

0 , ( )

8 ( ) 2

tt t

tt t

tt

a a A a t A t A

b b B b t B t B

c a t t

 = = = +

 =  = = +

 − =

 

( ) ( ) ,82828
2121

AAttAtAс
tt

++=++=
 

2
1 2 1(4 1) 8 ,tc A t A t C = + + +  

3 21
2 1 2

4 1
( ) 4 .

3

A
c t t A t C t C

+
= + + +

 

За умовою маємо 2( ,0) (0) (0) (0) 0,w x a x b x c=  +  + =  

2

2

2

(0) 0(0) 0

(0) 0 (0) 0

(0) (0) 0

a Aa

b b B

c c C

= == 
 

=  = = 
  = = 

 

2( ,0) (0) (0) (0) 0,t t t tw x a x b x c   =  +  + =  

1

1

1

(0) 0 (0) 0

(0) 0 (0) 0

(0) (0) 0

t t

t t

t t

a a A

b b B

c c C

 = = = 
 
 =  = = 

   = = 

 

Отримуємо 
3

31
( ) 0, ( ) 0, ( ) ( , ) .

3 3

t
a t b t c t t w x t= = =  =  
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Розв’язок неоднорідного рівняння коливань струни з початковими умовами 

має вигляд: 
3

2 2( , ) 2 4 .
3

t
u x t x xt t= + + +  

 

Завдання для самостійного виконання 

Задача 1. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2

2 2
8 ,

u u
t

t x

 
=  +

 
 якщо 

3( ,0) , ( ,0) .
u

u x x x x
t


= =


 

 

Задача 2. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2
2

2 2
4 ,

u u
t

t x

 
=  −

 
 якщо 

( ,0) cos , ( ,0) 2 .
u

u x x x x
t


= =


 

 

Задача 3. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2

2 2
,tu u

e
t x

 
= +

 
 якщо 

2( ,0) sin2 , ( ,0) .
u

u x x x x x
t


= = −


 

 

Задача 4. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2
2

2 2
12 4 3,

u u
t t

t x

 
=  + + −

 
 

якщо 2( ,0) , ( ,0) sin3 .
u

u x x x x x
t


= = 


 

 

Задача 5. Розв’язати рівняння коливань струни 

2 2

2 2
25 5,

u u
t

t x

 
=  + +

 
 якщо 

3 2( ,0) , ( ,0) 1.
u

u x x x x x
t


= = − +


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Тема 9. Рівняння параболічного типу. Рівняння теплопровідності 

Рівняння з частинними похідними 2-го порядку параболічного типу часто 

зустрічаються при вивченні процесів теплопровідності і дифузії. Найпростіше 

рівняння параболічного типу 2 .t xxu a u =   

Розглядається однорідний стрижень довжини l , що є теплоізольованим з 

боків й достатньо тонкий, щоб в будь-який момент часу температуру в усіх точках 

поперечного перерізу можна вважати однаковою. Якщо кінці стрижня тримати 

при сталих температурах 1u  і 2u , то вздовж стрижня встановлюється лінійний 

розподіл температури 2 1
1

( )
( )

u u x
u x u

l

−
= + . 

u

l x0

 

При цьому від більш нагрітого до менш нагрітого кінця стрижня буде 

перетикати тепло. 

2 k
a

c 
=


 – коефіцієнт температуропровідності, 

k  – коефіцієнт теплопровідності, який залежить від матеріалу стрижня, 

c  – питома теплоємність, 

  – щільність матеріалу. 

Процес поширення температури в стрижні може бути описаний функцією 

( , )u x t , що надає інформацію про температуру в перерізі стрижня з абсцисою x  

в момент часу t . Якщо є джерело тепла, то рівняння теплопровідності можна 

записати як неоднорідне 2 ( , ),t xxu a u f x t =  +  
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2 k
a

c 
=


,  

( , )
( , )

F x t
f x t

c 
=


, 1( , ) ( , ) ( ),F x t F x t h u = −  −  де 1( , )F x t  – густина 

інших джерел тепла, h  – коефіцієнт теплообміну, ( , )x t  – температура 

зовнішнього середовища. 

Щоб отримати єдиний розв’язок рівняння теплопровідності треба доєднати 

початкові і граничні умови.  

Початкова умова на відміну від рівняння гіперболічного типу має вигляд 

0( , ) ( ).u x t x=  

Граничні умови:  

1) 0(0, ) ( ).u t t=  

На кінці стрижня 0x =  задана температура ( )t  – функція, 0[ ; ],t t T T  – 

проміжок часу, при якому вивчається процес; 

2) ( , ) ( )
u

l t t
x




=


. 

На кінці стрижня x l=  задана швидкість теплової течії, що протікає крізь 

торцевий переріз стрижня. 

3) ( , ) ( ( , ) ( ))
u

l t u l t t
x

 


= −  −


. 

На кінці стрижня l  задане лінійно співвідношення між похідною функції та 

функцією. 

h

k
 =  – коефіцієнт теплообміну, ( )t  – деяка відома функція. 
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Тема 10. Перша крайова задача для рівняння теплопровідності на відрізку

 0,l . Метод Фур’є 

Маємо неоднорідне рівняння  

2 ( , ),

0 , 0

t xxu a u f x t

x l t

 =  +

  
                                           (10.1) 

з початковою умовою 

( ,0) ( ),u x x =  0,x l                                          (10.2) 

і граничними умовами 

1(0, ) ( ),u t t=  і 2( , ) ( ),u l t t=  де 0t  .                           (10.3) 

Вивчення загальної першої крайової задачі почнемо з розв’язування 

наступної задачі: знайти неперервний в замкненої області (0 , [0; ]x l t T   ) 

розв’язок однорідного рівняння  

2 , 0 , 0 ,t xxu a u x l t T =                                    (10.4) 

що задовольняє початковій умові ( ,0) ( ), [0; ],u x x x l=   однорідним 

граничним умовам  

(0, ) 0, ( ; ) 0, 0 .u t u l t t T= =                               (10.5) 

Розв’язування починаємо з розгляду цієї задачі: дано рівняння 2 ,t xxu a u =   

шукаємо функцію ( , ),u х t що не дорівнює тотожно 0, задовольняє однорідним 

крайовим умовам (0, ) 0, ( ; ) 0.u t u l t= =  

Розв’язок представимо у вигляді  

( , ) ( ) ( )u х t X x T t=                                         (10.6) 

Підставимо форму розв’язку (10.6) в рівняння (10.4): 

2( ) ( ) ( ) ( ),X x T t a X x T t  =    

Ділімо ліву та праву частину останньої рівності на 2 ( ) ( ),a X x T t   маємо: 

2

1 ( ) ( )
, .

( ) ( )

T t X x
R

T t X xa
 

 
 = =   
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2

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

X x X x

T t a T t





 −  =

 −   =
 

з граничних умов (10.5) випливає (0) 0, ( ) 0.X X l= =  Маємо задачу про пошук 

власних значень (задача Штурма-Ліувілля):  

( ) ( ) 0,

(0) ( ) 0.

X x X x

X X l

 −  =

= =
 

Відповідне характеристичне рівняння: 2
1,20, .r r − = =   

1 2

1 2 2 1

( ) ,

(0) 0 .

x xX x C e C e

X C C C C

 −  =  + 

= + =  = −
 

1 1 1 1( ) 2 2 sin( ).
2

x x
x x e e

X x C e C e C i i C i x
i

 
  

−  
−   −

=  −  =    =     


 

2 2
1 1( ) ( ) 0, 0, 1 0 1,l l l lX l C e e C e e   −    =  − =   − =  =  

2 2

2 2

2

, 0,1, 2, ....

2 2 , ,

, 1, 2, ...

l i k

k

e e k

k
l i k i

l

k
k

l

 


  




 = =

 =  = 

= − =

 

( ) sin .k

k
X x x

l

 
=  

 
 

Розв’язок задачі Штурма-Ліувілля має вигляд: 

2

( ) sin ,

1, 2, ...

.

k

k

k
X x x

l
k

k

l






  
=  

 
=

 
= −   
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2

2

2

2

2

( ) ( ) 0,

( )
( ),

( )
( ),

ln ( ) ,

( ) k a t
k k

T t a T t

dT t
a T t

dt

dT t
a T t

dt

T t a t C

T t C e










 

−   =

=  

=   

=   +

= 

 

2

( , ) sin .

k a
t

l
k k

k
u x t C e x

l




  
−  
   

=    
 

 

Функції ( , )ku x t , де 1, 2, ...k =  є частинними розв’язками рівняння (10.4) з 

граничними умовами (10.5). 

Тоді 

2

1

1

( , ) sin .

( ,0) sin ( ).

k a
t

l
k

k

k
k

k
u x t C e x

l

k
u x C x x

l







  
−   
 

=



=

 
=    

 

 
=  =  

 

 

За початковою умовою ( ,0) ( ).u x x=  Власних функцій ( )kX x  лічильна множина. 

Вони створюють повну систему функцій в 
2[ , ]L a b . Також ці функції створюють 

ортогональну систему. 

( )
1

( ) ( ) ( )k k n
k

x C X x X x


=

=    

10 0

( ) ( ) ( ) ( )
l l

n k k n
k

x X x dx C X x X x dx


=

 =     

10 0

( ) ( ) ( ) ( )
l l

n k k n
k

x X x dx C X x X x dx


=

 =     

2

0 0

( ) ( ) ( ) ,
l l

n n nx X x dx C X x dx  =    
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0

2

0

( ) ( )

.

( )

l

n

n l

n

x X x dx

C

X x dx

 

=



  

Маємо ( ) sin .n

nx
X x

l


=  

2

0 0 0

1 2 1 2 2
sin (1 cos ) ( sin ) .

2 2 2 2

ll lnx nx nx l
dx dx x

l l n l

  


= − = −  =   

Маємо 
0

2
( ) sin .

l

n

nx
C x dx

l l


=     Величини nC  є коефіцієнтами Фур’є функції 

( )x  при розвиненні її в ряд за синусами на інтервалі (0, )l . 

Розв’язок задачі: знайти функцію u(x,t), що задовольняє однорідному 

рівнянню та умовам 

2 , 0 , [0, ],

0.

( ,0) ( ),

(0, ) ( , ) 0.

t xxu a u x l t T

T

u x x

u t u l t



=    



=

= =

 

має вигляд  

2

1

( , ) sin ,

ka
t

l
k

k

k
u x t C e x

l




 
−  
 

=

 
=    

 
 

де 
0

2
( ) sin 0.

l

k

kx
C x dx t

l l


=       

 

Завдання для самостійного виконання 

Задача 1. Знайти розв’язок рівняння 2 , 0 , 0 ,t xxu a u x l t T =       для якого 

виконуються початкові умови ( )( ,0)u x x l x=  −  і граничні умови 

(0, ) 0, ( , ) 0.u t u l t= =  
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Задача 2. Знайти розв’язок рівняння 2 , 0 , 0 ,t xxu a u x l t T =       для якого 

виконуються початкові умови 
, 0 ,

2
( ,0)

,
2

l
x якщо x

u x
l

l x якщо x l


 

= 
 −  


 і граничні умови 

(0, ) 0, ( , ) 0.u t u l t= =  

 

Задача 3. Знайти розв’язок рівняння 2 , 0 , 0 ,t xxu a u x l t T =       якщо 

початковий розподіл температури визначається рівністю 0( ,0)u x u= , де 
0

u const=

, і задовольняє граничним умовам (0, ) 0, ( , ) 0.u t u l t= =  

 

Задача 4. Знайти розв’язок рівняння 2 , 0 , 0 ,t xxu a u x l t T =       для якого 

виконуються початкові умови 
0, 0 ,

2
( ,0)

0,
2

l
u якщо x

u x
l

якщо x l


 

= 
  


, де 
0

u const=  і 

граничні умови (0, ) 0, ( , ) 0.u t u l t= =  

 

Задача 5. Знайти розв’язок рівняння 2 , 0 , 0 ,t xxu a u x l t T =       для якого 

виконуються початкові умови 

( )

2
, 0 ,

2
( ,0)

2
,

2

l
x якщо x

l
u x

l
l x якщо x l

l


  

= 
  −  


 і граничні 

умови (0, ) 0, ( , ) 0.u t u l t= =  
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Тема 11. Неоднорідне рівняння теплопровідності 

Розглянемо неоднорідне рівняння 

2 ( , )u a u f x txxt =  +                                 (11.1) 

з початковою умовою  

                ( ,0) 0,u x =                                             (11.2) 

i граничними умовами 

(0, ) ( , ) 0u t u l t= =                                        (11.3) 

Шукаємо розв’язок задачі (11.1-11.3) у вигляді ряду Фур’є за власними 

функціями sin
nx

l

  
  

  
 

1

( , ) ( ) sin , 0.n
k

nx
u x t u t t

l



=

=    

Треба знайти функції ( )nu t . Для цього розвинемо функцію ( , )f x t  в ряд 

Фур’є 

1

( , ) ( ) sin ,n
k

nx
f x t f t

l



=

=    де 
0

2
( ) ( , )sin .

l

n

n
f t f t d

l l

 
 =    

Підставимо ( , )u x t  і ( , )f x t  в рівняння (11.1) 

2
2

1 1 1

( ) sin ( ) sin ( ) sin ,n n n
k k k

nx n nx nx
u t a u t f t

l l l l

     

= = =

 
  +    =    

 
 

2
2

1

sin ( ) ( ) ( ) 0.n n n
k

nx n
u t a u t f t

l l

 

=

  
 +   − =   

   

 

Маємо 

2
2( ) ( ) ( ) 0.n n n

n
u t a u t f t

l

 
 +   − = 

 
                           (11.4) 

0

0 ( ,0) (0) sin (0) 0.n n
k

nx
u x u u

l



=

= =   =                     (11.5) 

2

( ) ( ) ( ).n n n

na
u t u t f t

l

 
 +  = 

 
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Відповідне однорідне рівняння має вигляд 

2
( )

( ),n
n

u t na
u t

dt l

 
= −  

 
                                 (11.4’) 

2

,n

n

du na
dt

u l

 
= −   

 
 

2

ln ,n

na
u t C

l

 
= −  + 

 
 

2

( ) ,

na
t

l
n nu t e C

 
−  
 =   

Використовуємо метод варіації довільних сталих для пошуку функцій ( )nu t  

2

( ) ( ) ,

na
t

l
n nu t C t e

 
−  
 =  де ( )nC t  – шукана функція. 

Маємо 

2 2 2
2 2

( ) ( ) ( ) ( ),

na na na
t t t

l l l
n n n n

na na
C t e С t e С t e f t

l l

  
 

     
−  −  −      
     

    
  +  −  +   =         

 

2

2

2

2

0

( )

0

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

na
t

l
n n

na
t

l
n n

na
t

l
n n

na
tt

l
n n

C t f t e

dC t f t e dt

C t f e d

u t f e d











 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
−  − 
 

 = 

=  

=  

=  

 

Розв'язок задачі (11.1–11.3) має вигляд

2

( )

0 0

( , ) ( ) sin .

na
tt

l
n

k

nx
u x t f e d

l


 

 

 
−  −  
 

=

 
 =     
  
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Завдання для самостійного розв’язування 

Задача 1. Знайти розв’язок неоднорідного рівняння 2 ( , )t xxu a u f x t =  +   

з початковою умовою ( ,0) 0u x =  i граничними умовами (0, ) ( , ) 0xu t u l t= = . 

 

Задача 2. Знайти розв’язок неоднорідного рівняння 2 ( , )t xxu a u f x t =  +   

з початковою умовою ( ,0) 0u x =  i граничними умовами (0, ) ( , ) 0xu t u l t= = . 

 

Задача 3. Знайти розв’язок неоднорідного рівняння 2 ( , )t xxu a u f x t =  +   

з початковою умовою ( ,0) 0u x =  i граничними умовами (0, ) ( , ) 0x xu t u l t= = . 

 

Задача 4. Знайти розв’язок неоднорідного рівняння 2 ( , )t xxu a u f x t =  +   

з початковою умовою 0( ,0)u x u= , де 0u const= , i граничними умовами 

(0, ) ( , ) 0x xu t u l t= = . 

 

Задача 5. Знайти розв’язок неоднорідного рівняння 2 2t xxu a u =  +   

з початковою умовою ( ,0)u x x=  i граничними умовами 0 0( , ) ( , )u t u l t= = . 
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Тема 12. Загальна перша крайова задача для рівняння теплопровідності на 

відрізку [0; ]l  

Розглянемо загальну першу крайову задачу для рівняння теплопровідності 

2 ( , )t xxu a u f x t =  + ,                                    (12.1) 

з додатковими умовами 

    ( ,0) ( )u x х=                                        (12.2) 

    
1

2

(0, ) ( ),

( , ) ( ).

u t t

u l t t





=


=
                                         (12.3) 

Вводимо нову невідому функцію ( , )v x t  

( , ) ( , ) ( , ),u x t w х t v x t= +  

що представляє собою відхилення від певної відомої функції ( , )w x t . Функція 

( , )v x t  буде визначатися як розв’язок рівняння  

2 2[ ( , ) ( )]t xx t xxv a v f x t w a w   =  + − −                           (12.4) 

з додатковими умовами 

1

2

( ,0) ( ) ( ,0),

(0, ) ( ) (0, ),

( , ) ( ) ( , ).

v x х w x

v t t w t

v l t t w l t







= −

= −

= −

                                   (12.5) 

Обираємо функцію ( , )v x t  таким чином, щоб 0 0( , ) ( , ) .v t v l t= =                      (12.6) 

Функція ( , )v x t  – розв’язок задачі (12.4 – 12.6).  

Функцію ( , )w x t  обираємо таким чином, щоби 1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ).w t t w l t t = =  

Отже, 1 2 1( , ) ( ) ( ( ) ( ))
x

w x t t t t
l

  = +  − . Пояснимо вид отриманої функції ( , )w x t , 

маємо 

( , ) 0,xxw x t =  

1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ).w t t w l t t = =  

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )xw x t A t w x t A t x B t =  =  + . 
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1(0, ) ( ) ( ),w t B t t= =  

1 2 2 1

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ,w l t A t l t t A t t t

l
   =  + =  = −   

2 1
1

( ) ( )
( , ) ( ).

t t
w x t x t

l

 


−
=  +  

Приклад. Початкова температура стрижня 0( ,0)u x u const= =  якщо  

0 x l  . Температура кінців підтримується сталою 1 2(0, ) , ( , )u t u u l t u= =  при 

0t  . Знайти температуру стрижня, якщо теплообмін на бічній поверхні 

відсутній. Знайти стаціонарну температуру. 

Розв’язування: 2 ,t xxu a u =   

0( ,0)u x u const= = ,  [0; ]х l  

0t  ,  1 2(0, ) , ( , )u t u u l t u= = . 

Вводимо нову невідому функцію ( , )v x t , тоді ( , ) ( , ) ( , ),u x t w х t v x t= +  де 

( , )w x t  – стаціонарна температура, ( , )x t  – відхилення від стаціонарної 

температури. Функція ( , )v x t  є розв’язком рівняння 2 2( )t xx t xxv a v w a w   =  − −   з 

додатковими умовами  

0

1

2

( ,0) ( ,0),

(0, ) (0, ),

( , ) ( , ).

v x u w x

v t u w t

v l t u w l t

= −

= −

= −

 

Причому (0, ) ( , ) 0.v t v l t= =  Тоді 1 2(0, ) , ( , ) .w t u w l t u= =  

Маємо 1 2 1( , ) ( ).
x

w x t u u u
l

= +  −  

Умова ( , ) 0,xxw x t =  ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )xw x t A t w x t A t x B t =  =  + . 

1(0, ) ( ) ,w t B t u= =  1 2( , ) ( )w l t A t l u u=  + = , тоді 2 1( ) .
u u

A t
l

−
=  

1 2 1( , ) ( ),
x

w x t u u u
l

= +  −  що вже і написано. 
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Шукаємо ( , )v x t , що задовольняє рівнянню 2
t xxv a v =   та додатковим 

умовам 

0 1 2 1( ,0) ( ),

(0, ) ( , ) 0.

x
v x u u u u

l

v t v l t

= − − −

= =

 

Застосовуємо метод розподілу змінних. Задача про пошук власних значень і 

функцій дає результат 

2

( ) sin ,

1,2,...

k

k

kx
X x

l
k

k

l







=


=

  = −   

 

( , ) ( ) ( ),v x t X x T t=   

2

( ) ,

ka
t

l
k kT t C e

 
−  
 =   

2

2

0

0

( , ) sin ,

( , ) sin

( ,0) sin ,

ka
t

l
k k

ka
t

l
k

k

k
k

kx
v x t C e

l

kx
v x t C e

l

kx
v x C a bx

l











 
−  
 

 
−   
 

=



=

=  

=  

=  = +

 

де 2 1
0 1, ,

u u
a u u b

l

−
= − = −  

0

2
( ) sin

l

k

kx
C a bx dx

l l


=  +   . 

Застосовуємо інтегрування частинами на відрізку 

00 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
l ll

x d x x x x d x      =  −    

В нашому випадку 

( ),a bx x+ =  
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( ) sin ,
kx

d x dx
l


 =   

Маємо ( ) ,d x b dx =   ( ) cos .
l kx

x
k l





= −  

Тоді 

 

( )

00

0

2
( )cos cos

2
( )cos sin

2
( ) ( 1) .

l l

k

l

k

l kx l kx
C a bx b dx

l k l k l

l bl l kx
a bl k a

l k k k l

a bl a
k

 

 




  



  
=  −  + − −    =      

 
=  −  + − +   = 

 
 

= −  +  − −

 

Розв’язок прикладу має вигляд: 

1 2 1
1

( , ) ( ) sin ,

ka
t

l
k

k

x kx
u x t u u u C e

l l


 − 

=

= +  − +    де 

( )

( )

0 1 2 1 0 1

0 2 0 1

2
( ) ( 1) ( )

2
( ) ( 1) ( ) .

k
k

k

C u u u u u u
k

u u u u
k





= −  − − +  − − − =

= −  −  − − −

 

 

 

Завдання для самостійного виконання 

Задача. Початкова температура стрижня constuxu ==
1

)0,(  при lx 0 . 

Температура лівого кінця підтримується сталою constutu ==
2

),0( . Другий 

кінець стрижня теплоізольований 







=




0),( tl

x

u
. Знайти температуру стрижня, 

якщо на боковій поверхні є теплообмін з зовнішнім середовищем, температура 

якого стала і дорівнює 0
u . Знайти стаціонарну температуру. 
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Тема 13. Поширення тепла на нескінченну пряму 

Розглянемо на нескінченній прямій задачу з початковими даними (задачу 

Коші): знайти обмежену функцію ),( txu , що визначена в області +− x , 

0t  і задовольняє рівнянню теплопровідності  

2
xxtu a u=                                                         (13.1) 

і початковій умові  

)()0,( xxu = , +− x .                                      (13.2) 

Покажемо спочатку формальну схему розв’язування поставленої задачі, що 

базується на розподілу змінних. Будемо шукати обмежений нетривіальний 

розв’язок рівняння (13.1), що представимо у вигляді добутку: 

( , ) ( ) ( )u x t X x T t=  .                                             (13.3) 

Підставляємо (13.3) в (13.1):  

)()()()( 2 tTxXatTxX = , 

ділимо ліву та праву частину на вираз )()(2 tTxXa  , маємо  

)(

)(

)(

)(1
2 xX

xX

tT

tT

a


=


 . 

Аналізуючи ліву та праву частину рівності, можна записати 

C
xX

xX

tT

tT

a
=


=




)(

)(

)(

)(1
2

, де С – параметр розподілу. Звідси випливає  

0)()( =− xXCxX ,                                               (13.4) 

0)()( 2 =− tTaCtT .                                              (13.5) 

З (13.5) маємо dtaC
tT

tdT
= 2

)(

)(
, інтегруємо ліву та праву частину і отримуємо 

constDDtaCtT =+=
11

2 ,)(ln , 

1
2

,)( DtaC eDDetT ==  . 

Температура ні в одному перерізі стрижня не може необмежене зростати при 

+− x , тоді параметр С треба обрати у вигляді 2− . Отже маємо 
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DetT ta = − 22

)( 
. Рівняння (13.4) має вигляд 0)()( 2 =+ xXxX  , відповідне 

характеристичне рівняння має вигляд 022 =+ r , 22 −=r , = ir
2,1 . 

xMxNxX  sincos)( += . 

Величини D, N, M – довільні сталі, +−  . Отримуємо сім’ю функцій 

),( txu
 , що залежать від параметра λ  

( )xBxAetxu ta 


sin)(cos)(),(

222

+= − . 

Маємо безліч частинних розв’язків рівняння (13.1). Функція 

( )  dxBxAetxu ta += 
+

−

− sin)(cos)(),(
222

                    (13.6) 

є розв’язком рівняння (13.1) як суперпозиція частинних розв’язків цього 

рівняння. Інтеграл (13.6) є збіжним, його можна двічі про диференціювати за 

змінною х та один раз – за змінною t. Вирази )(A , )(B  шукаємо за допомогою 

початкової умови (13.2).  

( ) )(sin)(cos)()0,( xdxBxAxu  =+= 
+

−

,                   (13.7) 




 dA = 
+

−

cos)(
2

1
)( , 

                           (13.8) 




 dB = 
+

−

sin)(
2

1
)( , 

якщо уявити, що маємо запис у формі інтеграла Фур’є для функції φ(x) у (13.7). 

Перетворимо запис інтегралу в функції (13.6)  

=















+








= 

+

−

+

−

+

−

− 





 dxdxdetxu ta sinsin)(
2

1
coscos)(

2

1
),(

222

 

( ) ( ) =+=  
+

−

+

−

− 


 dxxed ta sinsincoscos)(
2

1 2

 

( ) ( )  =−=  
+

−

+

−

− 


 dxed ta cos)(
2

1 2

 

( ) ( )  =−=  
+

−

+

−

− 


 dxed ta cos)(
2

1 2
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( ) ( )  ( ) ( ) ( ) =−+−=  
+

−

+

−

−− 


 dxeixed tata sincos)(
2

1 22

  

( ) ( )  =+−−= −  принепарноюєxeфункція ta sin
2

 

( ) ( ) == −

+

−

+

−

−

  


 deed xita
2

)(
2

1
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

=



































−
−







 −
−−=

=
−

+






 −
−−=

=




















 −
−







 −
+

−
−−=

=−−

=

ta

x

ta

xi
ta

ta

xi
ta

ta

xi
ta

ta

xi

ta

xi

ta

xi
ta

taxi

2

22

2

2

22

22

2

2

2

2

2

2

2

22

22

2

42

1

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1
2















 

( ) ( )

( )

=












==

==



 

+

−








 −
−−

+

−

+

−








 −
−−

−
−














deПуассонаінтеграл

deed

ta

xi
ta

ta

xi
ta

ta

x

2

2

2

2

2

2

2

2

2

24)(
2

1

 

( ) ( )


+

−

−
−

+

−

−
−




=


= 









de
ta

de
ta

ta

x

ta

x
2

2

2

2

44 )(
2

1
)(

2

1
. 

Позначимо функцію ( )
( )

ta

x

e
ta

txG
2

2

4

2

1
,,

−
−




=



 , її часто називають 

фундаментальним розв’язком рівняння теплопровідності [6]. Тоді розв’язок 

рівняння (13.1) з початковими умовами (13.2) має вигляд 

( )
+

−

=  dtxGtxu )(,,),( . Функція ( )
( )

( )

( )0
2

2

4

0

0
2

,,
tta

x

e
ttca

Q
ttxG

−

−
−


−

=−




  

показує температуру в точці х в момент часу t, якщо в початковий момент часу 

0
tt =  в точці ξ виділяється кількість тепла = cQ  [6].
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Тема 14. Рівняння еліптичного типу. Рівняння Лапласа і Пуассона. Метод 

Фур’є для рівняння Лапласа. Задача Діріхле для кола 

При дослідженні стаціонарних процесів різної фізичної природи 

(коливання, теплопровідність, дифузія і інше) звичайно приходять до рівнянь 

еліптичного типу.  

Наприклад, розглянемо стаціонарне теплове поле. Температура 

нестаціонарного теплового поля задовольняє диференціальному рівнянню 

теплопровідності xxt
uau = 2

 або uau
t

= 2
, де 


=

c

k
a2 – коефіцієнт 

температуропровідності (Тема 9). Якщо процес стаціонарний, тоді 

встановлюється розподіл температури ),,( zyxu , що не змінюється з часом і, отже, 

задовольняє рівнянню Лапласа 

0=u .                                                          (14.1) 

Якщо маємо джерело тепла, тоді отримуємо рівняння 

fu −= ,                                                          (14.2) 

де 
k

F
f = , F – густина теплових джерел, k – коефіцієнт теплопровідності. 

Неоднорідне рівняння Лапласа (14.2) називають рівнянням Пуассона. Функцію u 

називають гармонійною в області D, якщо вона неперервна в цій області і 

задовольняє рівнянню Лапласа (14.1). 

Розглянемо деякий об’єм D, що обмежений поверхнею σ. Задача про 

стаціонарний розподіл температури ),,( zyxu  в тілі D сформулюється наступним 

чином: знайти функцію ),,( zyxu , що задовольняє в D рівнянню ),,( zyxfu −=  і 

граничній умові, що може бути взятою в одному з наступних виглядів: 

1) 1
fu =  на поверхні σ (перша крайова задача), 

2) 2
f

n

u
=




 на поверхні σ (друга крайова задача), 

3) ( ) 0
3
=−+




fuh

n

u
 на поверхні σ (третя крайова задача), де 321

,, fff  – задані 

функції, 
n

u




 – похідна функції u за зовнішньою нормаллю до поверхні σ. 
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Очевидно, що стаціонарний розподіл температури може встановлюватися лише 

за умови рівності 0 сумарної течії тепла через межу області. Звідси випливає, що 

функція 2
f  повинна задовольняти додатковій вимоги 0

2
=



df .  

Першу крайову задачу для рівняння Лапласа називають задачею Діріхле, а 

другу крайову задачу – задачею Неймана. Якщо шукаємо розв’язок в області ,
0

T  

що є внутрішньою (або зовнішньою) щодо поверхні σ, тоді відповідну задачу 

називають внутрішньою (або зовнішньою) крайовою задачею. 

В якості другого прикладу розглянемо потенціальну течію рідини без 

джерел ( )0=vdiv . Нехай в деякому об’ємі D з межею σ є місце стаціонарної течії 

нестислої рідини (густина ρ = const), що характеризується швидкістю ),,( zyxv . 

Якщо течія рідини не є вихровою, тоді швидкість ),,( zyxv  є потенціальним 

вектором  

gradv −= , де φ – скалярна функція,                       (14.3) 

що називається потенціалом швидкості. А якщо джерела відсутні, тоді  

0=vdiv .                                                  (14.4) 

Підставляємо в (14.4) вираз (14.3) для ),,( zyxv , тоді маємо 0=vgraddiv  або 

0= , тобто потенціал швидкості задовольняє рівнянню Лапласа. 

Задача Діріхле для кола 

1) Знайти 2π-періодичний розв’язок даного рівняння 0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
.             (14.5) 

Розв’язування: розв’язок будемо шукати у вигляді добутку двох функцій 

)()(),( tTxXtxu = . Зробимо заміну змінних  sin,cos == yx , тоді рівняння 

(14.5) має вигляд 0
2

2

2

2

2 =



+




+












uuu
. 

Розв’язок шукаємо у вигляді )()(),(  ФRu = , де )2,(),(  += uu . 

Підставимо даний розв’язок в рівняння (14.5) 

0)()()()()()(2 =++  ФRФRФR , 
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( ) )()()()()( 2  ФRRRФ −=+ , 

ділимо ліву та праву частини на вираз )()(  ФR  , отримуємо 

)(

)(

)(

)()(2









Ф

Ф

R

RR 
−=

+
. 

Аналізуючи ліву та праву частини останньої рівності, напишемо 

С
Ф

Ф

R

RR
=


−=

+

)(

)(

)(

)()(2








, де С = const. 

Отже, маємо  

0)()()(2 =−+  RСRR , 

0)()( =+  ФСФ . 

Шукаємо розв’язки диференціального рівняння другого порядку  

0)()( =+  ФСФ , 

02 =+Сk ,  

Сk −=
2,1

, 

розглянемо випадки значень сталої С, пам’ятаємо, що )2()(  +=ФФ . 

1) С < 0, характеристичне рівняння має корені 21
, kk , що різні і дійсні. Тоді 




−−−
+=

CC
eСeСФ

21
)( , constСС −

21
, , маємо 2π-неперіодичну функцію. 

2) С = 0, тоді 0)( = Ф ,  , constСС −
21

, , маємо 2π-неперіодичну функцію, якщо 

0
1
С . 

3) С > 0, нехай 2=С , тоді  sincos)(
21
+= ССФ , constСС −

21
, , період 

даної функції ...,3,2,1,
2

== 



T .  

Позначимо n= , тоді  

2

21
...,,3,2,1,0,sincos)( nCnnСnСФ ==+=  . 

Розглянемо диференціальне рівняння другого порядку 

0)()()( 22 =−+  RnRR  при 0=n . Зробимо заміну змінної 

)()(  Rz = , тоді маємо  



84 
 

0)()(2 =+  zz , 

,


z

d

dz
−=  

,


d

z

dz
−=  

,lnlnln Dz +−=   

,


D
z =  де D = const. 

,0



D

d

dR
=  

,
0



d
DdR =  

constKKDR =+= ,ln)(
0

 . 

Розглянемо випадки ...,3,2,1=n ,  

0)()()( 22 =−+ 
nnn

RnRR ,                            (14.6) 

1) спосіб розв’язування: заміна 
te= , t – незалежна змінна. 

2) спосіб розв’язування: 
kR  =)( , 

1)( −= kkR  , 
22)( −= kkR  . 

Продовжимо розв’язування рівняння (14.6) другим способом. Маємо: 

0)1( 2 =−+− kkk nkkk  , 

022 =− nk , 

nk = . 

Отже, 
nR  =)(

1 , 
nR −=  )(

2 , ці функції лінійно незалежні. 

n

n

n

nn
GFR −+=  )( , constGF

nn
−, . При 0=n   

( ) ,lnln)()(),(
001000

BAKDCФRu +=+==   

де .,
1010

KCBDCA ==   

При ...,3,2,1=n   
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( ) ( ) nСnСGFФRu n

n

n

nnnn
sincos)()(),(

21
++== −

,  

( ) ( ) nNnMnBnAu
nn

n

nn

n

n
sincossincos),( +++= −

, 

де nnnnnnnт
GCNGCMFCBFCA ====

2121
,,, . 

2π-періодичний розв’язок рівняння (14.5) має вигляд  

( )


=

++++=
1

00
sincosln),(

n
nn

n nBnABAu    

( )


=

− ++
1

sincos
n

nn

n nNnM  .                                (14.7) 

Сформулюємо внутрішню задачу Діріхле для кола: 

знайти двічі неперервне диференційовану функцію ),( yxu , що є розв’язком 

рівняння 0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

1) в середині кола даного радіуса 0,222 + aayx ; 

2) в замкненій області 0,222 + aayx ; 

3) і задовольняє умові 
222222 ),(),(

ayxayx
yxfyxu

=+=+
= , в полярній системі координат 

)(),(  fau = . 

Розв’язком задачі Діріхле повинна бути 2π-періодична функція, тоді функція 

(14.7) при 0,0
0

===
nn

NMA  має вигляд  

( )


=

++=
1

0
sincos),(

n
nn

n nBnABu  .  

Обираємо коефіцієнти таким чином, щоб виконувались крайові умови
 

( ) )(sincos),(
1

0
 fnBnAaBau

n
nn

n =++= 


=

. Розвинемо функцію )(f  за 

функціями ncos  і nsin , тоді 

=





2

0

0
)(

2

1
dfB , 

 


=





2

0

cos)(
1

dnf
a

A
nn

, 
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 


=





2

0

sin)(
1

dnf
a

B
nn

. 

Сформулюємо зовнішню задачу Діріхле для кола: знайти двічі неперервно 

диференційовану функцію ),( yxu , що є розв’язком рівняння 0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
  

1) зовні кола даного радіуса 0,222 + aayx ; 

2) в області 0,222 + aayx ; 

3) і задовольняє умові 
222222 ),(),(

ayxayx
yxfyxu

=+=+
=  на межі кола; 

4) і обмежена на нескінченості, тобто constCCyxu − ,),(  для будь-якої точки 

),( yx  з області визначення.  

Розв’язком цієї задачі можна записати наступну функцію 

( )


=

− ++=
1

0
sincos),(

n
nn

n nNnMBu  , тобто для функції (14.7) маємо 

0,0
0

===
nn

BAA . Обираємо коефіцієнти таким чином, щоб виконувались 

крайові умови ( ) )(sincos),(
1

0
 fnNnMaBau

n
nn

n =++= 


=

− . Розвинемо 

функцію ( )f   за функціями ncos  і sin n , тоді  

=





2

0

0
)(

2

1
dfB , 

 =





2

0

cos)( dnf
a

M
n

n
, 

 =





2

0
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